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二维连续型随机变量的条件分布

• 连续型随机变量 X, Y,

P{X = x} = 0, P{Y = y} = 0, ∀x, y.

所以不能直接用条件概率引入条件分布函
数, 即定义 P{X = x|Y = y} 没有意义.

• 给定 y, 对任意 ε, x, 考虑条件概率

P{X ≤ x|y < Y ≤ y + ε}.
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若 P{y < Y ≤ y + ε} > 0 则有

P{X ≤ x|y < Y ≤ y + ε} =
P{X ≤ x, y < Y ≤ y + ε}

P{y < Y ≤ y + ε}

=

∫ x
−∞

[∫ y+ε

y f(x, y)dy
]

dx∫ y+ε

y fY(y)dy

当 ε 很小时, 上式近似于

ε
∫ x
−∞ f(x, y)dx
εfY(y)

≈
∫ x

−∞

f(x, y)
fY(y)

dx
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• 若对于固定的 y, fY(y) > 0, 则称

f(x, y)
fY(y)

∆
= fX|Y(x|y)

为在 Y = y 的条件下 X 的条件概率密度.
• 称∫ x

−∞
fX|Y(x|y)dx =

∫ x

−∞

f(x, y)
fY(y)

dx
∆
= FX|Y(x|y) = P{X ≤ x|Y = y}

为在 Y = y 的条件下 X 的条件分布函数.
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二维连续型条件分布的含义

FX|Y(x|y) =
∫ x

−∞
fX|Y(x|y)dx ≈ P{X ≤ x|y < Y ≤ y+ε}.

注
• 非负性：fX|Y(x|y) ≥ 0.
• 规范性：FX|Y(∞|y) = 1.
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类似可定义在 X = x 的条件下, Y 的条件概率
密度和条件分布函数.
• fY|X(y|x) = f(x,y)

fX(x)
,

• FY|X(y|x) = P{Y ≤ y|X = x} =
∫ y
−∞

f(x,y)
fX(x)

dy.

注
• 联合分布 ⇒ 边缘分布 + 条件分布.
• 联合分布 ⇐ 边缘分布 + 条件分布.
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例
设二维随机变量 (X,Y) 在 x2 + y2 ≤ 1 上服从均
匀分布, 即有概率密度

f(x, y) =
{

1
π (x, y) ∈ G;

0 其他,

求条件概率密度 fX|Y(x|y).

6/31



解:f(x, y) =
{

1
π x2 + y2 ≤ 1;
0 其他.

fY(y) =
∫ ∞

−∞
f(x, y)dx

=

{
2
π

√
1 − y2 −1 ≤ y ≤ 1;

0 其他.

当 −1 < y < 1 时

fX|Y(x|y) =
f(x, y)
fY(y)

=

{ 1
2
√

1−y2
−
√

1 − y2 ≤ x ≤
√

1 − y2;

0 其他. □
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例
设 X 在区间 (0, 1) 上随机地取值, 当观察到
X = x ∈ (0, 1) 时, 设 Y 在 (x, 1) 上随机地取值,
求 Y 的概率密度.
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解: fX(x) =
{

1 0 < x < 1;
0 其他.

fY|X(y|x) =
{

1
1−x 0 < x < y < 1;
0 其他.

关于 Y 的边缘概率密度

fY(y) =
∫ +∞

−∞
f(x, y)dx =

∫ +∞

−∞
fY|X(y|x)fX(x)dx

=

{
− ln(1 − y) 0 < y < 1;
0 其他. □
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相互独立的随机变量

事件 A,B, 若

P(AB) = P(A)P(B),

则 A,B 相互独立.
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相互独立的随机变量

定义
设 F(x, y) 及 FX(x), FY(y) 分别是二维随机变量
(X,Y) 的分布函数及边缘分布函数. 若对于任意
x, y 有

P{X ≤ x,Y ≤ y} = P{X ≤ x}P{Y ≤ y},

即 F(x, y) = FX(x)FY(y), 则称 X 和 Y 是相互独
立的.
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• 离散型 (X,Y).
• X 和 Y 相互独立 ⇔

P{X = xi,Y = yj} = P{X = xi}P{Y = yj}. 即
pij = pi•p•j.

• 连续型 (X,Y).
• X 和 Y 相互独立 ⇔ f(x, y) = fX(x)fY(y) 几乎
处处成立.
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注
• 联合分布⇒边缘分布/条件分布 +独立性.

• 若二维随机变量的边缘分布相互独立，则

• 联合分布 ⇐ 边缘分布 ⇐ 条件分布.

在独立性前提下，只需知道联合分布、边缘分
布、条件分布三者之一，便可求其余两个分布.
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例
已知 (X,Y) 的联合分布律

X
Y 0 1 P{X = xi}

1 1
6

2
6

1
2

2 1
6

2
6

1
2

P{Y = yj} 1
3

2
3 1

判断 X,Y 的独立性.
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解: 逐个检验 pij = pi•p•j.
P{X = 1,Y = 0} = 1

6 = P{X = 1}P{Y = 0}
P{X = 1,Y = 1} = 2

6 = P{X = 1}P{Y = 1}
P{X = 2,Y = 0} = 1

6 = P{X = 2}P{Y = 0}
P{X = 2,Y = 1} = 2

6 = P{X = 2}P{Y = 1}
则 X 和 Y 相互独立. □
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若

X
Y 0 1 P{X = xi}

1 1
6

2
6

1
2

2 2
6

1
6

1
2

P{Y = yj} 1
2

1
2 1

P{X = 1,Y = 0} = 1
6 ̸= P{X = 1}P{Y = 0}

只要有一对 i, j 使得 pij ̸= pi•p•j 就能判断 X,Y
不独立.
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例
设 X 和 Y 相互独立, 已知 (X,Y) 的联合分布律

X
Y 0 1 2 P{X = xi}

1 0.01 0.2
2 0.03

P{Y = yj}

求出联合分布律.
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解: X,Y 相互独立, 则 pij = pi·p·j
P{Y = 0} = 0.04,
P{Y = 0}P{X = 1} = P{X = 1,Y = 0},
则 P{X = 1} = 0.25. P{X = 2} = 0.75.
P{X = 1,Y = 1} = P{X = 1}P{Y = 1}, 则
P{Y = 1} = 0.8, P{Y = 2} = 0.16.
P{X = 2,Y = 1} = 0.6,
P{X = 2,Y = 2} = 0.12. □

18/31



例
(X,Y) 的联合概率密度为

f(x, y) =
{

6e−(2x+3y) x > 0, y > 0;
0 其他.

X,Y 是否相互独立?

解: fX(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dy =

{
2e−2x x > 0;
0 其他.

fY(y) =
∫ +∞
−∞ f(x, y)dx =

{
3e−3y y > 0;
0 其他.

f(x, y) = fX(x)fY(y) 相互独立. □
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例
(X,Y) 的联合概率密度为

f(x, y) =
{

8xy 0 < x < y < 1;
0 其他.

X,Y 是否相互独立?
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解: fX(x) =
{

4x(1 − x2) 0 < x < 1;
0 其他.

fY(y) =
{

4y3 0 < y < 1;
0 其他.

当 0 < y < x < 1 时, f(x, y) = 0, 而 fX · fY > 0.
故 X,Y 不相互独立. □
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例 (⋆)
设 (X,Y) 为二维正态随机变量, 证明 X,Y 相互
独立 ⇔ ρ = 0.

证:
f(x, y)

=
1

2πσ1σ2
√

1 − ρ2
e
− 1

2(1−ρ2)

[
(x−µ1)

2

σ2
1

− 2ρ(x−µ1)(y−µ2)
σ1σ2

+
(y−µ2)

2

σ2
2

]
, x, y ∈ R.

fX(x) = 1√
2πσ1

e
− (x−µ1)

2

2σ2
1 , x ∈ R.

fY(y) = 1√
2πσ2

e
− (y−µ2)

2

2σ2
2 , y ∈ R.
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证: 若 ρ = 0, 则对任意 x, y

f(x, y) = fX(x)fY(y),

即 X 和 Y 相互独立.

反之, 若 X 和 Y 相互独立, f(x, y), fX(x), fY(y) 连续. 故,
对任意的 x, y, 有

f(x, y) = fX(x)fY(y).

特别地, 令 x = µ1, y = µ2, f(µ1, µ2) = fX(µ1)fY(µ2), 则
1

2πσ1σ2
√

1 − ρ2
=

1
2πσ1σ2

,

从而 ρ = 0. □
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例
一负责人到达办公室的时间均匀分布在 8 ∼ 12
时, 其秘书到达办公室时间均匀分布在 7 ∼ 9
时, 设他们两人到达的时间相互独立, 求他们到
达办公室的时间差不超过 5min( 1

12h) 的概率.
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解: 设 X,Y 分别表示负责人和秘书到达办公室
的时间.

fX(x) =
{

1
4 8 < x < 12;
0 其他.

fY(y) =
{

1
2 7 < y < 9;
0 其他.

X,Y 相互独立,

f(x, y) = fX(x)fY(y) =
{

1
8 8 < x < 12, 7 < y < 9;
0 其他.

P{|X − Y| ≤ 1
12} =

∫∫
G f(x, y)dxdy = 1

48. □25/31



n 维随机变量的分布函数

n维随机变量 (X1,X2, ...,Xn)的分布函数定义为

F(x1, x2, ..., xn) = P{X1 ≤ x1,X2 ≤ x2, ...,Xn ≤ xn}
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n 维连续型随机变量
若存在非负函数 f(x1, x2, ..., xn) 使得对任意的
x1, x2, ..., xn ∈ R, 有

F(x1, x2, ..., xn) =

∫ xn

−∞

∫ xn−1

−∞
...

∫ x1

−∞
f(x1, x2, ...xn)dx1dx2...dxn

则称 (X1,X2, ...,Xn) 为连续型的随机变量，称
f(x1, x2, ..., xn) 为 (X1,X2, ...,Xn) 的概率密度函
数.

27/31



n 维随机变量的边缘分布函数

• 称
FX1(x1) = F(x1,∞, ...,∞)

为 (X1,X2, ...,Xn) 关于 X1 的边缘分布函
数.

• 称

FX1,X2(x1, x2) = F(x1, x2,∞, ...,∞)

为 (X1,X2, ...,Xn) 关于 (X1,X2) 的边缘分
布函数. 28/31



n 维连续型随机变量的边缘分布函数

• 连续型随机变量 (X1,X2, ...,Xn) 关于 X1 的边缘概
率密度函数为

fX1(x1) =

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
f(x1, x2, ..., xn)dx2dx3...dxn.

• 关于 (X1,X2) 的二维边缘概率密度函数为

fX1,X2(x1, x2) =

∫ +∞

−∞
...

∫ +∞

−∞
f(x1, x2, ..., xn)dx3dx4...dxn.

• 类似可得 (X1,X2, ...,Xn) 的k(1 ≤ k < n) 维边缘概
率密度. 29/31



n 维随机变量的独立性

• 若对任意 x1, x2, ..., xn,

F(x1, ..., xn) = FX1(x1)...FXn(xn),

则称 X1, ...,Xn 是相互独立的.

• 若对任意 x1, ..., xm, y1, ..., yn,

F(x1, ..., xm, y1, ..., yn) = F1(x1, ..., xm)F2(y1, ...yn),

其中 F1,F2,F 分别为 (X1, ...,Xm), (Y1, ...,Yn),
(X1, ...,Xm,Y1, ...,Yn) 的分布函数. 则称
(X1, ...,Xm), (Y1, ...,Yn) 是相互独立的.
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n 维随机变量的独立性

定理
设 (X1, ...,Xm) 和 (Y1, ...,Yn) 相互独立, 则
(1) 对任意 i, j, Xi 和 Yj 相互独立.
(2) 若 h, g 是连续函数, 则 h(X1, ...,Xm) 和

g(Y1, ..,Yn) 相互独立.
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