
Lec-11. 两个随机变量函数的分布

主讲教师：吴利苏 (wulisu@sdust.edu.cn)
主 页：wulisu.cn

mailto:wulisu@sdust.edu.cn
http://wulisu.cn


目录

1. 离散型随机变量函数的分布

2. 连续型随机变量函数的分布
Z = X + Y 的分布
Z = Y

X 和 Z = XY 的分布
M = max{X,Y} 和 N = min{X,Y} 的分布



两个随机变量函数的分布

• 已知随机变量 X,Y 的分布、
二元函数 g(x, y)
=⇒求 Z = g(X,Y) 的分布.
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离散型随机变量函数的分布

若离散型随机变量 (X,Y) 联合分布律为

P{X = xi,Y = yj} = pij,

则 Z = g(X,Y) 的分布律为

P{Z = zk} = P{g(X,Y) = zk}
=

∑
zk=g(xi,yj)

pij, k = 1, 2, ..
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例

X
Y −2 −1 0

−1 1
12

1
12

3
12

1
2

2
12

1
12 0

3 2
12 0 2

12

求 (1) X + Y, (2) |X − Y| 的分布律.
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解:

X + Y −3 −2 −1 −3
2 −1

2 1 3
P 1

12
1
12

3
12

2
12

1
12

2
12

2
12

|X − Y| 1 0 1 5
2

3
2 3 5

P 1
12

1
12

3
12

2
12

1
12

2
12

2
12

□
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例
设两个独立的随机变量 X 与 Y 的分布律为

X 1 3
P 0.3 0.7

Y 2 4
P 0.6 0.4

求 Z = X + Y 的分布律.
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解.

X
Y 2 4

1 0.18 0.12
3 0.42 0.28

X + Y 3 5 7
P 0.18 0.54 0.28

□
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例
X, Y 相互独立且具有同一分布律

X 0 1
P 1

2
1
2

求 Z = max{X,Y} 的分布律.
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解:

X
Y 0 1

0 1
4

1
4

1 1
4

1
4

max{X,Y} 0 1
P 1

4
3
4

□
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连续型随机变量函数的分布

已知连续型随机变量 (X,Y), 求 Z = g(X,Y) 的
概率分布函数或概率密度函数.

• 先求 Z 的分布函数,
FZ(z) = P{Z ≤ z}

= P{g(X,Y) ≤ Z} =
x

g(x,y)≤z

f(x, y)dxdy.

• 再通过求导得到概率密度函数,

fZ(z) = F′
Z(z). 9/23



例
设 (X,Y) 的概率密度函数

f(x, y) =
{

3x 0 < y < x < 1;
0 其他.

求 Z = X − Y 的概率密度函数 fZ(z).
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解:
FZ(z) = P{Z ≤ z}

= P{X − Y ≤ Z} =
x

x−y≤z
f(x, y)dxdy.

z 的取值不同, 积分区域不同.
1. z ≤ 0 时, 不与 f(x, y) 的非零区域相交. FZ(z) = 0.
2. 0 < Z < 1 时,x

x−y≤z
f(x, y)dxdy = 1 −

x
x−y>z

f(x, y)dxdy

= 1 −
∫ 1

z

∫ x−z

0
3xdydx =

3
2z − 1

2z3.

3. Z ≥ 1 时, FZ(z) = 1.

故 fZ(z) =
{

3(1−z2)
2 0 < z < 1;

0 其他.
□
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连续型随机变量的常见三种函数

若 X,Y 为连续型随机变量，则
• Z = X + Y;
• Z = XY,Z = Y

X;
• Z = max{X,Y},Z = min{X,Y};
仍为连续型的随机变量.
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Z = X + Y 的分布
FZ(z) = P{Z ≤ z} = P{X + Y ≤ z}

=
x

x+y≤z
f(x, y)dxdy

化累次积分
========

∫ +∞

−∞

(∫ z−y

−∞
f(x, y)dx

)
dy

u=x+y
=====

∫ +∞

−∞

(∫ z

−∞
f(u − y, y)du

)
dy

=

∫ z

−∞

(∫ +∞

−∞
f(u − y, y)dy

)
du ∆

=

∫ z

−∞
fZ(u)du
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Z = X + Y 的分布

• 所以 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy.

• 由对称性,

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx.
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Z = X + Y 的分布

• 所以 Z = X + Y 的概率密度为

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
f(z − y, y)dy.

• 由对称性,

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
f(x, z − x)dx.
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• 若 X 和 Y 相互独立, 则

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY(y)dy

=

∫ +∞

−∞
fX(x)fY(z − x)dx.

• 上面公式称为函数 fX 和 fY(y) 的卷积公式，
记为 fX ∗ fY. 即

fX ∗ fY =

∫ +∞

−∞
fX(z − y)fY(y)dy

=

∫ +∞

−∞
fX(x)fY(z − x)dx.
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例
设 X 和 Y 是相互独立的, 且都服从 N(0, 1). 求
Z = X + Y 的概率密度函数.

解:

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
fX(x)fY(z − x)dx =

1
2π

∫ +∞

−∞
e−x2

2 · e−
(z−x)2

2

=
1

2πe−z2
4

∫ +∞

−∞
e−(x− z

2)
2dx =

1
2πe−z2

4

∫ +∞

−∞
e−t2dt

=
1

2πe−z2
4 ·

√
π =

1
2
√
π

e−z2
4

所以 Z ∼ N(0, 2). □
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例
设 X 和 Y 是相互独立的, 且都服从 N(0, 1). 求
Z = X + Y 的概率密度函数.
解:

fZ(z) =
∫ +∞

−∞
fX(x)fY(z − x)dx =

1
2π

∫ +∞

−∞
e−x2

2 · e−
(z−x)2

2

=
1

2πe−z2
4

∫ +∞

−∞
e−(x− z

2)
2dx =

1
2πe−z2

4

∫ +∞

−∞
e−t2dt

=
1

2πe−z2
4 ·

√
π =

1
2
√
π

e−z2
4

所以 Z ∼ N(0, 2). □16/23



一般情况

性质
• 若 X, Y 相互独立且 X ∼ N(µ1, σ

2
1), Y ∼ N(µ2, σ

2
2),

则 Z = X + Y 仍然服从正态分布且

Z ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2).

• n 个独立正态随机变量的线性组合仍服从正态分布.
即设 Xi ∼ N(µi, σ

2
i ) 且相互独立, 则

c0 + c1X1 + ...+ cnXn ∼ N(µ, σ2),

其中 c0, c1, ..., cn 是不全为 0 的常数,
µ = c0 + c1µ1 + ...+ cnµn, σ2 = c2

1σ
2
1 + ...+ c2

nσ
2
n.
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例
在一简单电路中, 两电阻 R1 和 R2 串联, 设 R1,
R2 相互独立, 它们的概率密度均为

f(x) =
{

10−x
50 0 ≤ x ≤ 10;

0 其他.

求总电阻 R = R1 + R2 的概率密度.
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解: fR(z) =
∫ +∞
−∞ fR1(x)fR2(z − x)dx,

被积函数不为 0⇔
{

0 < x < 10;
0 < z − x < 10

⇒

{
0 < x < 10;
z − 10 < x < z

fR(z) =


∫ z

0 f(x)f(z − x)dx 0 ≤ z < 10;∫ 10
z−10 f(x)f(z − x)dx 10 ≤ z < 20;

0 其他.

=


1

15000(600z − 60z2 + z3) 0 ≤ z < 10;
1

15000(20 − z)3 10 ≤ z < 20;
0 其他.
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例
设 X,Y 相互独立, 且分别服从参数为 α, θ; β, θ
的 Γ 分布 (X ∼ Γ(α, θ),Y ∼ Γ(β, θ), α, β, θ > 0),
概率密度分别为

fX(x) =
{

1
θαΓ(α)x

α−1e−x
θ x > 0;

0 其他.

fY(y) =
{

1
θβΓ(β)

yβ−1e−
y
θ y > 0;

0 其他.
证 Z = X+Y服从参数为 α+ β, θ 的 Γ分布,即
X + Y ∼ Γ(α + β, θ).
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证明: Z = X + Y 的概率密度为
fZ(z) =

∫ +∞
−∞ fX(x)fY(z − x)dx,

被积函数不为 0 时 ⇔

{
x > 0;
z − x > 0

(1) z < 0, fZ(z) = 0,
(2) z > 0,

fZ(z) =
∫ z

0

1
θαΓ(α)

xα−1e− x
θ

1
θβΓ(β)

(z − x)β−1e−
(z−x)

θ dx

=
e− z

θ

θα+βΓ(α)Γ(β)

∫ z

0
xα−1(z − x)β−1dx

x=zt
====

zα+β−1e− z
θ

θα+βΓ(α)Γ(β)

∫ 1

0
tα−1(1 − t)β−1dt ∆

= Azα+β−1e− z
θ

其中 A = 1
θα+βΓ(α)Γ(β)

∫ 1
0 tα−1(1 − t)β−1. 21/23



1 =

∫ +∞

−∞
fZ(z)dz =

∫ +∞

−∞
Azα+β−1e− z

θ dz

= Aθα+β

∫ +∞

0

( z
θ

)α+β−1
e− z

θ d
( z
θ

)
= Aθα+βΓ(α + β).

即 A = 1
θα+βΓ(α+β)

. 所以

fZ(z) =
{

1
θα+βΓ(α+β)

zα+β−1e− z
θ z > 0;

0 其他.
即 X + Y ∼ Γ(α + β, θ). □
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性质 (Γ 分布可加性)
若 X1, ...,Xn 相互独立且 Xi ∼ Γ(αi, β). 则

X1 + · · · + Xn ∼ Γ(α1 + · · · + αn, β).
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