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本节课内容

t 分布

F 分布

正态总体的抽样分布



2. t 分布

定义
设 X ∼ N(0, 1), Y ∼ χ2(n), 且 X,Y 相互独立,
则称

t = X√
Y/n

为服从自由度为 n 的t 分布, 记为 t ∼ t(n).
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概率密度和图像

t 分布又称学生氏分布, 概率密度为

h(t) =
Γ(n+1

2 )
√
πnΓ(n

2)

(
1 + t2

n

)−n+1
2
, ∞ < t < ∞.

图像.
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性质

1. 关于 t = 0 对称.
2.

lim
n→∞

h(t) = 1√
2π

e− t2
2

当 n 充分大, t 分布近似 N(0, 1)；当 n 较小
时, t 分布与 N(0, 1) 相差很大.

3/23



性质

• t 分布的上分位数 对于给定的 α，满足

P{t > tα(n)} =

∫ ∞

tα(n)
h(t)dt = α

的 tα(n) 是 t(n) 分布的上 α 分位数.
• t1−α(n) = −tα(n).
分布函数的角度：1 − F(x) = F(−x).

• 当 n ≤ 45 时, 查表 Page-399, 求 tα(n).
• 当 n > 45 时, tα(n) ≈ zα. 4/23



例
设 T ∼ t(n), t(n) 的上 α 分位数满足

P{T > tα(n)} =

∫ ∞

tα(n)
h(y)dy = α,

求 t0.05(10), t0.025(15) 的值.

解: t0.05(10) = 1.8125, t0.025(15) = 2.1315. □
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3. F 分布

定义
设 U ∼ χ2(n1), V ∼ χ2(n2) 且 U,V 相互独立, 则
称

F =
U/n1
V/n2

服从自由度为 (n1, n2) 的F 分布, 记为
F ∼ F(n1, n2).
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3. F 分布的概率密度和图像
概率密度

ϕ(y) =


Γ(

n1+n2
2 )(

n1
n2

)
n1
2 y

n1
2 −1

Γ(
n1
2 )Γ(

n2
2 )(1+n1y

n2
)

n1+n2
2

y > 0;

0 其他.

=

 n
n1
2

1 n
n2
2

2 y
n1
2 −1

B(
n1
2 ,

n2
2 )(n2+n1y)

n1+n2
2

y > 0;

0 其他.

其中 Beta 函数 B(α, β) =
∫ 1

0 xα−1 (1 − x)β−1 dx = Γ(α)Γ(β)
Γ(α+β) .

图像.
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3. F 分布的性质

• 若 F ∼ F(n1, n2)，则
1
F ∼ F(n2, n1).

• 上分位数 对于给定的 α，0 < α < 1, 满足
条件

P{F > Fα(n1, n2)} =

∫ ∞

Fα(n1,n2)
ϕ(y)dy = α

的 Fα(n1, n2) 就是 F(n1, n2) 分布的上 α 分
位数.
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求 F 分布的上 α 分位数

• 查表 Page401-404
F0.025(8, 7) = 4.90, F0.05(30, 14) = 2.31.

• F 分布的上 α 分位数满足

F1−α(n1, n2) =
1

Fα(n2, n1)
. (1)

• 利用上式，可以求分布表中未列出的常用
的上 α 分位数.
例如：F0.95(12, 9) = 0.357.
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(1) 式的证明: F ∼ F(n1, n2)

1 − α = P{F > F1−α(n1, n2)}

= P
{

1
F <

1
F1−α(n1, n2)

}
= 1 − P

{
1
F ≥ 1

F1−α(n1, n2)

}
= 1 − P

{
1
F >

1
F1−α(n1, n2)

}
1
F ∼ F(n2, n1), 则

P{ 1
F > Fα(n2, n1)} = α = P{ 1

F >
1

F1−α(n1, n2)
},

故 F1−α(n1, n2) =
1

Fα(n2,n1)
. □10/23



例
X,Y,Z 相互独立, 服从 N(0, 1), 则
(1) X2 + Y2 + Z2 ∼ χ2(3),
(2) X√

(Y2+Z2)/2
∼ t(2),

(3) 2X2

Y2+Z2 ∼ F(1, 2).

例
若 t ∼ t(n), 则 t2 ∼ F(1, n).
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4. 正态总体的抽样分布

• 设总体 X 的期望、方差存在,
E(X) = µ, D(X) = σ2.

• 设 X1, ...,Xn 是来自总体 X 的样本,

X =
1
n
∑

Xi, S2 =
1

n − 1

(∑
X2

i − nX2
)

分别是样本均值和样本方差, 则有

E(X) = µ, D(X) =
σ2

n .
12/23



4. 正态总体的抽样分布

E(S2) = E
(

1
n − 1

(∑
X2

i − nX2
))

=
1

n − 1

(∑
E(X2

i )− nE(X2
)
)

=
1

n − 1

(∑
(σ2 + µ2)− n(σ2/n + µ2)

)
= σ2.

D(S2) = D
(

1
n−1

(∑
X2

i − nX2
))

=?.

一般不能由 µ, σ2 表示.
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定理 (正态总体的抽样分布)
设总体 X ∼ N(µ, σ2), X1, ...,Xn 是样本, 样本均
值和样本方差分别为

X̄ =
1
n

n∑
i=1

Xi, S2 =
1

n − 1
∑

(Xi − X)2.

则

(1) X̄ ∼ N(µ, σ2/n).
(2) (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n − 1)，且 X̄ 与 S2 相互独立.
(3) X̄−µ

S/
√

n ∼ t(n − 1).
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(2) 的证明见本章末二维码.
例
设总体 X ∼ N(µ, σ2), X1, ...,Xn 是样本, 则
(1) (n−1)S2

σ2 =
∑

(Xi−X̄)2

σ2 ∼ χ2(n − 1).

(2)
∑

(Xi−µ)2

σ2 =
∑(

Xi−µ
σ

)2
∼ χ2(n).

其原因是在 (1) 式中有一个约束条件
n∑

i=1
(Xi − X̄) = 0.
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(3) X̄−µ
S/

√
n ∼ t(n − 1)的证明：

X̄ − µ

σ/
√

n ∼ N(0, 1), (n − 1)S2

σ2 ∼ χ2(n − 1)

相互独立, 由 t 分布的定义
X̄−µ
σ/

√
n/
√

(n−1)S2

σ2 /(n − 1) = X̄−µ
S/

√
n ∼ t(n − 1). □
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例
设总体 X ∼ N(µ, σ2), X1, ...,Xn 是样本, 样本方
差为 S2 = 1

n−1
∑

(Xi − X)2. 求 D(S2).

解：∵ (n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n − 1),
∴ D

(
(n−1)S2

σ2

)
= 2(n − 1).

∴ D(S2) = 2σ4
n−1. □

• 随 n 增大, D(S2) 减小，样本方差的方差变
小. 所以，可用样本方差 S2 推断总体方差.
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定理 (两个正态总体的抽样分布)
设 X1, ...,Xn1 与 Y1, ...,Yn2 分别是正态总体 N(µ1, σ

2
1) 和

N(µ2, σ
2
2) 的样本, 且相互独立. 样本均值分别为 X,Y; 样

本方差分别为 S2
1, S2

2. 则

(1) S2
1/S2

2
σ2

1/σ
2
2
∼ F(n1 − 1, n2 − 1);

(2) 当 σ2
1 = σ2

2 = σ2 时,

(X̄ − Ȳ)− (µ1 − µ2)

Sw

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2),

其中 S2
w = (n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2 , Sw =
√

S2
w.
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证明 (1):

χ2
1 =

(n1 − 1)S2
1

σ2
1

∼ χ2(n1 − 1),

χ2
2 =

(n2 − 1)S2
2

σ2
2

∼ χ2(n2 − 1)

S2
1, S2

2 独立.
∴

F =
S2

1
S2

2

/
σ2

1
σ2

2
=

χ2
1/(n1 − 1)

χ2
2/(n2 − 1) ∼ F(n1 − 1, n2 − 1)
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证明 (2): 当 σ2
1 = σ2

2 = σ2 时,

X̄ − Ȳ ∼ N
(
µ1 − µ2,

σ2

n1
+

σ2

n1

)
U =

(
X − Y

)
− (µ1 − µ2)

σ
√

1
n1

+ 1
n2

∼ N(0, 1)

又

(n1 − 1)S2
1

σ2 ∼ χ2(n1 − 1), (n2 − 1)S2
2

σ2 ∼ χ2(n2 − 1)

且相互独立，故有 χ2 分布的可加性,

V =
(n1 − 1)S2

1 + (n2 − 1)S2
2

σ2 ∼ χ2(n1 + n2 − 2)
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U,V 相互独立. 由 t 分布的定义,

U√
V/(n1 + n2 − 2)

=
(X̄ − Ȳ)− (µ1 − µ2)

Sw

√
1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1+n2−2),

其中 S2
w = (n1−1)S2

1+(n2−1)S2
2

n1+n2−2 , Sw =
√

S2
w. □

U,V 相互独立的证明见本章末二维码.
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思考: 若 σ2 未知, 为什么用 S2
w 来估计 σ2, 而不

用 S2
1 或 S2

2 来估计 σ2 呢?
• E(S2

1) = E(S2
2) = E(S2

w) = σ2；

• D(S2
1) =

2σ4
n1−1,D(S2

2) =
2σ4

n2−1,

D(S2
w) =

2σ4

n1 + n2 − 2

S2
w 包含更多信息，具有更小的方差.
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• 对于单个正态总体 N(µ, σ2), 得到了 X, S2

的分布，用于对 µ, σ2 进行推断 (区间估计，
假设检验).

• 对于两个独立正态总体 N(µ1, σ
2
1),

N(µ2, σ
2
2), 得到了 X − Y, S2

1/S2
2 的分布，用

于对 µ1 − µ2,
σ2

1
σ2

2
进行推断.
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定理 3 的证明
令 Zi =

Xi−µ
σ , i = 1, 2, ..., n, 则由定理 3 的假设知，

Z1,Z2, ...,Zn 相互独立，且都服从 N(0,1) 分布，而

Z =
1
n

n∑
i=1

Zi =
X − µ

σ
;

(n − 1)S2

σ2 =

∑n
i=1(Xi − X)2

σ2 =
n∑

i=1

[
(Xi − µ)− (X − µ)

σ

]2

=
n∑
i
(Zi − Z)2 =

n∑
i

Z2
i − nZ2

.
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取一 n 阶正交矩阵 A = (aij) , 其中第一行的元素均为
1/
√

n. 作正交变换
Y = AZ,

其中

Y =


Y1
Y2...
Yn

 , Z =


Z1
Z2...
Zn

 .

由于 Yi =
n∑

i=1
aijZj, i = 1, 2, ..., n. 故 Y1,Y2, ...,Yn 仍为正

态变量，由 Zi∼N(0, 1), i=1, 2, ..., n 知

E(Yi) = E
( n∑

j=1
aijZj

)
=

n∑
j=1

aijE (Zj) = 0
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又由 Cov(Zi,Zj) = δij, i, j = 1, 2, ..., n, 知

Cov(Yi,Yk) = Cov
( n∑

j=1
aijZj,

n∑
l=1

aklZl

)
=

n∑
j=1

n∑
l=1

aijakl Cov(Zj,Zl) =
n∑

j=1
aijakj = δik

(由正交矩阵的性质), 故 Y1,Y2, ...,Yn 两两不相关. 又由
于 n 维随机变量 (Y1,Y2, ...,Yn) 是由 n 维正态随机变量
(X1,X2, ...,Xn) 经由线性变换而得到的，因此
(Y1,Y2, ...,Yn) 也是 n 维正态随机变量 (参见第 4 章 §4).
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于是由 Y1,Y2, ..., Yn 两两不相关可推得 Y1,Y2, ...,Yn 相
互独立 (参见第 4 章 § 4), 且有 Yi∼N(0, 1), i=1, 2, ..., n.
而

Y1 =
n∑

j=1
a1jZj =

n∑
j=1

1√
nZj =

√
n Z;

n∑
i=1

Y2
i = YTY = (AZ)T(AZ) = ZT(ATA)Z

= ZTIZ = ZTZ =
n∑

i=1
Z2

i ,

于是

(n − 1)S2

σ2 =
n∑

i=1
Z2

i − nZ2
=

n∑
i=1

Y2
i − Y2

1 =
n∑

i=2
Y2

i .
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由于 Y2,Y3, ...,Yn 相互独立，
且 Yi ∼ N(0, 1), i = 2, 3, ..., n, 知

∑
i=2 Y2

i ∼ χ2 (n − 1) .
从而证得

(n − 1)S2

σ2 ∼χ2(n − 1).

再者，X = σZ + µ = σY1√
n + µ 仅依赖于 Y1,

而 S2 = σ2

n−1
∑n

i=2 Y2
i 仅依赖于 Y2, Y3, ...,Yn.

再由 Y1,Y2, ...,Yn 的独立性，推知 X 与 S2 相互独立.
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定理 3 的推广
定理 3 中 X 与 S2 相互独立这一结论，还能推广到多个
同方差正态总体的情形.
例如，对于两个同方差正态总体的情形. 设 X,Y, S2

1, S2
2

是定理 5 的 2° 中所说的正态总体 N(µ1, σ
2),N(µ2, σ

2) 的
样本均值和样本方差. 只要引入正交矩阵

T =

(
A1 0
0 A2

)
,

其中 Ai 为 ni 阶正交矩阵，其第一行元素都是 1/√ni

(i = 1, 2).
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与上面同样的做法，考察向量 Z = TV 各分量的独立性，
其中

VT = (V1,V2, · · · ,Vn),

Vi = (Xi − µ1)/σ, i = 1, 2, · · · , n1,

Vn1+j = (Yj − µ2)/σ, j = 1, 2, · · · , n2, n1 + n2 = n,
就可证得 X,Y, S2

1, S2
2 相互独立.

对于 m(m ≥ 2) 个同方差的正态总体的情形，设 Xi, S2
i 分

别是总体 N(µi, σ
2), i = 1, 2, ...,m 的样本均值和样本方差，

且设各样本相互独立，则 X1,X2, ...,Xm, S2
1, S2

2, ..., S2
m 相

互独立.
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