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本次课内容

估计量的评价准则
无偏性准则
有效性准则
相合性准则

区间估计

枢轴量（补充）



对总体的未知参数可用不同方法求得不同的估
计量，比如矩估计和极大似然估计. 如何评价不
同估计量的好坏？

常用的评价准则有如下三条：

(1) 无偏性准则
(2) 有效性准则
(3) 相合性准则
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定义 (无偏性准则)
设参数 θ 的估计量 θ̂ = θ̂(X1,X2, ...,Xn), 若

E(θ̂) = θ,

则称 θ̂ 是 θ 的一个无偏估计量.

• 若 E(θ̂) ̸= θ, 则 E
(
θ̂
)
− θ 称为估计量 θ̂

的系统误差.
• 若

lim
n→∞

E
(
θ̂
)
= θ,

则称 θ̂ 是 θ 的渐近无偏估计量.
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无偏性: E
(
θ̂
)
= θ

• 无偏性的统计意义是指在大量重复试验下，
由θ̂(X1, · · · ,Xn) 给出的估计的平均恰是θ,
从而无偏性保证了 θ̂没有系统误差.
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例
工厂长期为商家提供某种商品，假设生产过程
相对稳定，产品合格率为 θ, 虽然一批货的合格
率可能会高于 θ , 或低于 θ, 但无偏性能够保证
在较长一段时间内合格率接近 θ，所以双方互
不吃亏。
但作为顾客购买商品，只有二种可能，即买到的
是合格品或不合格品，此时无偏性没有意义。
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例
设总体 X 的一阶和二阶矩存在，

E (X) = µ,D (X) = σ2.

(1) 证明：样本均值 X 和样本方差 S2 分别是
µ 和 σ2 的无偏估计；

(2) 判断：B2 是否为 σ2 的无偏估计？是否为
σ2 的渐近无偏估计？
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(1) 证: 因 X1,X2, · · · ,Xn 与 X 同分布, 故有:

E
(
X
)
= E

(
1
n

n∑
i=1

Xi

)
=

1
n

n∑
i=1

E (Xi) = µ

故 X 是 µ 的无偏估计.

E
(

S2
)
=σ2

故 S2 是 σ2 的无偏估计.
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(2) B2 =
n−1

n S2

E(B2) =
n − 1

n E
(

S2
)
=

n − 1
n σ2 ̸= σ2

故 B2 不是 σ2 的无偏估计.

lim
n→∞

E(B2) = lim
n→∞

n − 1
n σ2 = σ2

故 B2 是 σ2 的渐近无偏估计. □
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例
设总体 X 服从均匀分布 U(0, θ), θ 是未知参数,
样本 X1, · · · ,Xn.

(1) 求 θ 的矩估计，判断是否无偏；

(2) 求 θ 的极大似然估计，判断是否无偏.
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解 (1)：矩估计:
由

µ1 = E(X) =

∫ θ

0

1
θ
xdx =

θ

2 .

⇒ θ = 2µ1
⇒ θ 的矩估计 θ̂ = 2X.
因为

E(θ̂) = E
(

2X
)
= 2E(X) = 2E(X) = θ,

所以 θ̂ = 2X 是 θ 的无偏估计.
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(2) X 的概率密度

fX(x; θ) =
{

1
θ , 0 ≤ x ≤ θ

0, 其他
极大似然估计:

L(θ) =


1
θn , 0 ≤ x1, · · · , xn ≤ θ,

0, 其它.

L(θ) 关于 θ>0 递减，
而 θ 的范围为 θ ≥ x(n) = max{x1, ..., xn},
所以，θ 的极大似然估计量

θ̂ = X(n) = max {X1,X2, · · · ,Xn} . 10/35



X(n) = max {X1,X2, · · · ,Xn} 的分布函数为

FX(n) (x) = [F (x)]n =


0, x < 0,

xn

θn , 0 ≤ x ≤ θ,

1, x > θ.

求导数得密度函数为

fX(n) (x) =
{

nxn−1
θn , 0 ≤ x ≤ θ,

0, 其它.
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因此有

E
(
θ̂
)
= E

(
X(n)

)
=

∫ θ

0

x · nxn−1

θn dx

=
n

n + 1θ ̸= θ

所以θ̂ = X(n)作为参数θ的估计是有偏的. □
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纠偏方法

• 如果 E
(
θ̂
)
= aθ + b, θ ∈ Θ, 其中 a,b 是常

数，且 a ̸= 0, 则 1
a(θ̂ − b)是 θ 的无偏估计.

• 在上例中,

E(X(n)) =
n

n + 1θ,

取

X∗
(n) =

n + 1
n X(n),

则 X∗
(n) 是 θ 的无偏估计. 13/35



定义 (有效性准则)
设 θ̂1, θ̂2 是 θ 的两个无偏估计，如果

D(θ̂1)≤D(θ̂2), ∀θ ∈ Θ

不等号至少对某一个 θ ∈ Θ 成立，则称 θ̂1 比 θ̂2
有效.

• 方差较小的无偏估计量是一个更有效的估
计量.
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例
设总体为 X,E(X) = µ,D(X) = σ2 > 0,
X1, · · · ,Xn 是一样本. 对 1 ≤ k ≤ n, 令

θ̂k =
1
k(X1 + ... + Xk)

即 θ̂k 为前 k 个样本平均值. 显然，θ̂1, θ̂2, ..., θ̂n
均是参数 µ 的无偏估计.
问：在估计量 θ̂1, θ̂2, ..., θ̂n 中，哪个 θ̂k 作为参数
µ 的估计最有效？

15/35



解：

D(θ̂k) =
1
k2

k∑
i=1

D(Xi) =
σ2

k ,

即估计量的方差随着 k 的增加而减少，
∴ θ̂n 最有效. □
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定义
设 θ̂(X1, · · ,Xn) 为参数 θ 的估计量，
若对于任意 θ ∈ Θ, 当 n → +∞ 时，

θ̂n
P−−−−−−−→ θ

则称 θ̂n 为 θ 的相合估计量.
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注

• 相合性是对一个估计量的基本要求. 不具
备相合性的估计量不予考虑.

• 相合性只有在样本容量很大时，才显现其
优越性，实际应用中很难做到. 在实际工程
中往往使用无偏性和有效性进行评价.

• 无偏性、有效性、相合性是评价估计量的
一些基本标准，还有其他侧重点的评价标
准.
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例
设总体 X 的 k 阶矩 E(Xk) = µk(k ≥ 2) 存在，
X1, · · · ,Xn 是一样本，证明：

(1) Al =
1
n
∑n

i=1 Xl
i 是 µl 的相合估计；

(2) B2, S2 是 D(X) = σ2 的相合估计；

(3) S 是 σ 的相合估计.
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证明：(1) 由辛钦大数定律知，对 l = 1, ..., k,

Al =
1
n

n∑
i=1

Xl
i

P−−−−−→ µl = E(Xl),

因此 Al 是 E(Xl) 的相合估计. 特别地，X 是 µ1 = E(X)
的相合估计，A2 是 µ2 = E(X2) 相合估计.
(2) 因为 D(X) = σ2 = µ2 − µ2

1,

B2 =
1
n

n∑
i=1

(Xi − X)2 = A2 − X2
,

根据依概率收敛性质，B2 = A2 − X2
是 σ2 的相合估计.

而 S2 = n
n−1B2 也是 σ2 的相合估计.

(3) S =
√

S2 是 σ 的相合估计. □
20/35



区间估计

• 根据具体样本观测值, 点估计提供一个明确
的数值.

• 但这种判断的把握有多大, 点估计本身并没
有告诉人们. 为弥补这种不足, 提出区间估
计的概念.
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区间估计

设 X 是总体，X1, ...,Xn 是一样本. 区间估计的
目的是找到两个统计量：

θ̂1 = θ̂1(X1, . . . ,Xn), θ̂2 = θ̂2(X1, . . . ,Xn),

使随机区间 (θ̂1, θ̂2)以一定可靠程度盖住 θ.
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定义
设总体 X 的分布函数 F(x; θ), θ 未知. 对给定值
α(0 < α < 1), 有两个统计量

θ = θ
(
X1, · · · ,Xn

)
, θ = θ

(
X1, · · · ,Xn

)
,

使得

P
{
θ
(
X1, · · · ,Xn

)
< θ < θ

(
X1, · · · ,Xn

)}
≥ 1 − α

则

•
(
θ, θ
)
称为 θ 的置信水平为 1 − α 的(双侧) 置信区

间；

• θ 和 θ 分别称为置信下限和置信上限.
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注

• 参数 θ 虽然未知，但是确定的值.
• θ, θ 是统计量，随机的，依赖于样本。

• 置信区间
(
θ, θ
)
不唯一，依赖于样本.

• 对于有些样本观察值，区间覆盖 θ, 但对于
另一些 样本观察值, 区间则不能覆盖θ.
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置信区间的含义

设总体 X ∼ N(µ, 4), µ 未知，X1, ...,X4 是一样
本. 则 X ∼ N(µ, 1).

P(X − 2 < µ < X + 2) = P(|X − µ| < 2)
= 2Φ(2)− 1 = 0.9544

⇒ (X − 2,X + 2) 是 µ 的置信水平为 0.95 的置
信区间.
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置信区间的含义

若 µ = 0.5, 当 x 分别为 3, 2, 1 时，对应置信区
间为： (

−1, 3
) (

1, 5
) (

0, 4
)

对于一个具体的区间而言, 或者包含真值, 或者
不包含真值, 无概率可言.

(X − 2,X + 2) 是 µ 的置信水平为 0.95 的置信区
间中“置信水平为 0.95”的意义是什么？
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置信区间的含义

一般地,

P
{
θ(X1, . . . ,Xn) < θ < θ(X1, . . . ,Xn)

}
= 1 − α,

则置信区间
(
θ, θ
)
的含义为：

• 反复抽样多次 (各次样本容量都为 n). 每个
样本值确定一个区间

(
θ, θ
)
, 每个这样的区

间或包含 θ 的真值，或不包含 θ 的真值.
按伯努利大数定律，在这些区间中，包含 θ

真值的比例约为 1−α.
27/35



置信区间的含义

如反复抽样 10000 次，
• 当 α = 0.05, 即置信水平为 95% 时，10000
个区间中包含 θ 真值的约为 9500 个;

• 当 α = 0.01, 即置信水平为 99% 时，10000
个区间中包含θ 的真值的约为 9900 个.
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求置信区间步骤

设 θ 是总体的未知参数，X1, · · · ,Xn 为样本, 给
定置信水平 1 − α，

1. 构造枢轴量(不依赖 θ 及未知参数的函数)

W = W(X1, · · · ,Xn; θ).

2. 确定常数 a, b 使得

P{a < W(X1, · · · ,Xn; θ) < b} = 1 − α

3. 解得 θ 的取值范围即为置信区间. 29/35



例
设总体 X ∼ N(µ, σ2), σ2 已知，µ 未知，
X1, · · · ,Xn 为样本，求 µ 的置信水平为 1 − α

的置信区间.
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枢轴量（补充）

枢轴量和统计量的区别：

(1) 枢轴量是样本和待估参数的函数，其分布
不依赖于任何未知参数；

(2) 统计量只是样本的函数，其分布常依赖于
未知参数.

• 枢轴量通常可由未知参数的点估计得到.
比如正态总体的区间估计.
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单个正态总体 N(µ, σ2) 的枢轴量

• µ 的枢轴量：{ X−µ
σ/

√
n ∼ N(0, 1), (σ2 已知)

X̄−µ
S/

√
n ∼ t(n − 1), (σ2 未知)

• σ2 的枢轴量：(n−1)S2

σ2 ∼ χ2(n − 1), µ 未知.
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两个正态总体 N(µ1, σ
2
1),N(µ2, σ

2
2) 的枢轴量

• µ1 − µ2 的枢轴量：
(X−Y)−(µ1−µ2)√

σ2
1

n1
+

σ2
2

n2

∼ N(0, 1), (σ2
1, σ

2
2 已知)

(X−Y)−(µ1−µ2)

Sw
√

1
n1

+ 1
n2

∼ t(n1 + n2 − 2), (σ2
1 = σ2

2未知)

其中S2
w =

(n1−1)S2
1+(n2−1)S2

2
n1+n2−2 , Sw =

√
S2

w.

• σ2
1

σ2
2
的枢轴量: S2

1
S2

2
/
σ2

1
σ2

2
∼ F(n1 − 1, n2 − 1).

(µ1, µ2 未知) 33/35



单侧置信区间

定义
若

P{θ > θ(X1, ...,Xn)} ≥ 1 − α,

则 (θ,∞) 称为参数 θ 的置信水平为 1 − α 的单
侧置信区间, θ 称为单侧置信下限.
若

P
{
θ < θ(X1, . . . ,Xn)

}
≥ 1 − α,

则 (−∞, θ) 称为参数 θ 的置信水平为 1 − α

的单侧置信区间, θ 称为单侧置信上限. 34/35



单侧置信区间和双侧置信区间的关系

θ 是 θ 的置信水平为 1 − α1 的单侧置信下限，
θ 是 θ 的置信水平为 1 − α2 的单侧置信上限，
=⇒ (θ, θ)是 θ 的置信度为 1 − α1 − α2 的双侧置
信区间.

证明: P {θ ≥ θ} ≤ α1, P
{
θ ≥ θ

}
≤ α2

P
{
θ < θ < θ

}
= 1 − P {θ ≥ θ} − P

{
θ ≤ θ

}
≥ 1 − α1 − α2. □
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