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例
有一批同型号的节能灯, 已知其中由一厂生产的
占 15%, 二厂生产的占 80%, 三厂生产的占 5%.
又知这三厂的节能灯次品率分别为 2%, 1%, 3%.
问

(1) 从这批节能灯中任取一件, 求它是次品的概
率.

(2) 从这批节能灯中任取一件, 发现是次品, 那
么它分别是由各厂生产的概率是多少?
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解: A = {取到的是一只次品},
Bi = {取到的产品是i 厂的节能灯}, i = 1, 2, 3 为 S 的一
个划分. 则有

P(B1) = 0.15, P(B2) = 0.80, P(B3) = 0.05

P(A|B1) = 0.0.02, P(A|B2) = 0.01, P(A|B3) = 0.03.
(1) 由全概率公式

P(A) = P(B1)P(A|B1)+P(B2)P(A|B2)+P(B3)P(A|B3) = 0.0125.

(2) 贝叶斯 (Bayes) 公式 P(Bi|A) = P(Bi)P(A|Bi)
3∑

j=1
P(Bj)P(A|Bj)

P(B1|A) = 0.24, P(B2|A) = 0.64, P(B3|A) = 0.12. □
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例
对以往数据分析, 当机器调整良好时, 产品合格
率为 98%, 而当机器发生故障时合格率为 55%,
每天早上机器开动时, 机器调整良好时概率为
95%. 试求已知某日早上第一件产品是合格时,
机器调整良好的概率.
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解: A = {产品合格}, B = {机器调整良好}, 求
P(B|A).
P(A|B) = 0.98, P(A|B̄) = 0.55, P(B) = 0.95,
P(B̄) = 0.05.
P(B|A) = P(AB)

P(A) = P(B)P(A|B)
P(B)P(A|B)+P(B̄)P(A|B̄) = 0.97. □

95% 是由以往数据分析得到的先验概率,
97% 是得到信息之后再重新加以修正的后验概率.
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例
根据以往的临床记录, 某种诊断癌症的试验具有
如下效果：设
A = {试验反应是阳性},
C = {被诊断患有癌症}.
则 P(A|C) = 0.95, P(Ā|C̄) = 0.95.
已知某群体 P(C) = 0.005, 试求 P(C | A), 问这
种方法能否用于普查?
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解:
P(C|A) = P(AC)

P(A) = P(C)P(A|C)

P(C)P(A|C)+P(C̄)P(A|C̄))
= 0.087.

若用于普查, 则准确性只有 8.7%, 也就是 1000
个具有阳性反应的病人中只有 87 人确定患癌
症. 所以不宜用于普查. 若阳性需要作进一步检
查. □

6/28



独立性

• 一般情况下,

P(B|A) ̸= P(B).

• 但若
P(B|A) = P(B)

⇒ A,B 独立.
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例
有 10 件产品，其中 8 件为正品，2 件次品. 从
中取 2 次, 每次取 1 件.
(1) 采用不放回抽样;
(2) 采用放回抽样.
设 Ai = {第 i 次取到正品}, i = 1, 2. 比较
P(A2|A1) 与 P(A2).

解：

• 不放回抽样: P(A2|A1) =
7
9 ̸= P(A2) =

8
10.

• 放回抽样: P(A2|A1) =
8
10 = P(A2). □
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因此, 放回抽样时, A1 的发生对 A2 的发生概率
不影响.

P (A2 | A1) = P (A2) ⇒ P (A1A2) = P (A1)P (A2)

且另一方面

P (A1 | A2) =
P (A1)P (A2)

P (A2)
= P (A1) ,

即 A2 的发生对 A1 的发生概率也不影响.
此时就称事件 A1 与 A2 相互独立.
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独立性

定义
设 A,B 两事件, 如果

P(AB) = P(A)P(B),

则称 A 与 B 相互独立, 简称独立.

之所以用上述方式定义，一是因为 A 与 B 的对
称性，二是不需要条件概率存在的条件，即事
件的概率可以为 0.
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定理

• P(AB) = P(A)P(B) P(A)>0⇐⇒ P(B|A) = P(B).
• P(AB) = P(A)P(B) P(B)>0⇐⇒ P(A|B) = P(A).

直观来看，若 A 与 B 相互独立，则不论 A 是
否发生，都不能提供 B 是否发生的信息, 反之
也是. 这就有下面的性质.
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定理
下列说法等价 (TFAE).
• A,B 独立;
• Ā,B 独立;
• A, B̄ 独立;
• Ā, B̄ 独立.
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证明：仅证
P(AB) = P(A)P(B) ⇐⇒ P(AB̄) = P(A)P(B̄).
当P(AB) = P(A)P(B) 时,

P(AB̄) = P(A − AB)
= P(A)− P(AB)
= P(A)[1 − P(B)]
= P(A)P(B̄).

反之也成立. □
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多事件的独立性

定义
设 A1,A2, · · · ,An 为 n 个随机事件, 若对
2 ≤ k ≤ n, 均有:

P
(
Ai1Ai2 · · ·Aik

)
=

k∏
j=1

P
(
Aij

)
,

则称 A1,A2, · · · ,An 相互独立.
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三事件的独立性

特别地, 对于事件 A,B,C 相互独立的定义为:
P(AB) = P(A)P(B),
P(AC) = P(A)P(C),

P(BC) = P(B)P(C),

P(ABC) = P(A)P(B)P(C).

两两独立
?⇒ 相互独立?
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例
有一个正四面体, 现在给一面
涂上红色, 一面涂黄色, 一面
涂蓝色, 还有一面涂红黄蓝.
现任取一面, 令
A = {含红色}, B = {含黄色},C = {含蓝色}.
问 A,B,C 是否两两独立? 是否相互独立?
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解: 对四面红, 黄, 蓝, 三色分别标 1, 2, 3, 4.
A = {1, 2, 3, 4}, A = {1, 4}, B = {2, 4},
C = {3, 4}.
AB = BC = AC = ABC = {4}.
P(A) = P(B) = P(C) = 1

2.
P(AB) = P(BC) = P(AC) = P(ABC) = 1

4.

=⇒


P(AB) = P(A)P(B),
P(BC) = P(B)P(C),

P(AC) = P(A)P(C),

P(ABC) ̸= P(A)P(B)P(C).

故, 两两独立但不相互独立. □18/28



推论
(1) 若 A1,A2, ...,An(n ≥ 3) 相互独立, 则其中
任意 k (2 ≤ k ≤ n) 个事件也相互独立.

(2) 若 n 个事件 A1, ...,An 相互独立, 则将
A1, ...,An 中任意个事件换成它们的对立事
件, 所得 n 个事件仍相互独立.

(3) 若 A1, ...,An 相互独立, 则

P(A1 ∪ · · · ∪ An) = 1 − P(A1 ∪ · · · ∪ An)

= 1 − P(Ā1 · · · Ān)

= 1 − P(Ā1) · · ·P(Ān)
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例 (射击问题)
设每一名机枪手击落飞机的概率都是 0.2, 若 10
名机枪手同时射击一架飞机, 问击落飞机的概
率.

解: Ai = {第i 人击落飞机}, i = 1, ..., 10.
B = {击落飞机}.
B = A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ A10,
P(B) = P(A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ A10)

= 1 − P(A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ A10)

= 1 − P(Ā1Ā2...Ā10) = 1 − P(Ā1)P(Ā2)...P(Ā10)

= 1 − 0.810 = 0.893. □
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实际问题中, 常常不是用定义去验证事件的独立
性，而是由实际情形来判断其独立性.
一般，出现 A,B 没有关联或关联很微弱, 或出
现” 各自”, ” 同时”, ” 互不干扰”, ” 独立地” 等
字眼，则可认为 A,B 是独立的.
一旦确定事件是相互独立的，在计算积事件的
概率时，尽可转化为事件概率的乘积进行计算.
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例
设有 4 个独立构成的系统, 设每个元件能正常
运行的概率为 Pi. 求系统正常运行的概率.

1 2

3 4

I

II
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解:
Ai = {第i 个元件运行正常},
i = 1, 2, 3, 4.
A = {系统正常运行}.
系统由 I, II 两条线路组成, 当且仅当至少有一
条线路中的两个元件正常工作时, 系统正常运
行. A = A1A2 ∪ A3A4,

P(A) = P(A1A2) + P(A3A4)− P(A1A2A3A4)

= P(A1)P(A2) + P(A3)P(A4)−
P(A1)P(A2)P(A3)P(A4).

□23/28



例
某技术工人长期进行某项技术操作, 他经验丰
富, 因嫌按规定操作太过烦琐, 就按照自己的方
法进行, 但这样做有可能发生事故, 设他每次操
作发生事故的概率为 P = 0.0001, 独立重复进行
了 n 次. 求
(1) n 次都不发生事故的概率;
(2) 至少有一次发生事故的概率.
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解:Ai = {第i 不发生事故}, i = 1, ...n.
B = {n 次都不发生}, C = {至少有一次}.
则 A1, ...,An 相互独立. P(Ai) = 1 − p = 0.9999.
P(B) = P(A1...An) = (1 − p)n,
P(C) = 1 − P(B) = 1 − (1 − p)n,
当 n → ∞ 时, P(C) → 1. □
实际推断原理: 小概率事件 P(A) = 0.0001, 进行一次试
验, A 几乎不发生.
但” 小概率事件” 在大量独立重复试验中” 至少有一次发
生” 几乎是必然的. 不能忽视.
例如, n = 7000, P(C) = 0.5053 > 0.5.
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例
甲, 乙, 丙三人同时对飞机射击. 三人击中的概
率分别为 0.4, 0.5, 0.7. 飞机被一人击中而被击落
的概率 0.2, 被两人击中落下的概率为 0.6, 被三
人击中必定落下. 求飞机被击落的概率.
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解: Ai = {恰有i 人击中}, i = 0, 1, 2, 3, A = {甲击中},
B = {乙击中}, C = {丙击中}, D = {飞机被击落}.
A0,A1,A2,A3 是 S 的一个划分, 且 P(D|A0) = 0,
P(D|A1) = 0.2, P(D|A2) = 0.6, P(D|A3) = 1.

全概率公式 P(D) =
3∑

i=0
P(D|Ai)P(Ai).

• A0 = ĀB̄C̄.

P(A0) = P(Ā)P(B̄)P(C̄) = 0.6 × 0.5 × 0.3 = 0.09.

• A1 = AB̄C̄ ∪ ĀBC̄ ∪ ĀB̄C. 互斥

P(A1) = P(AB̄C̄) + P(ĀBC̄) + P(ĀB̄C)

= P(A)P(B̄)P(C̄) + P(Ā)P(B)P(C̄) + P(Ā)P(B̄)P(C)

= 0.36
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• A2 = ABC̄ ∪ AB̄C ∪ ĀBC.

P(A2) = P(A)P(B)P(C̄) + P(A)P(B̄)P(C) + P(Ā)P(B)P(C)

= 0.41.

• A3 = ABC.

P(A3) = P(A)P(B)P(C) = 0.14.

P(D) = P(D|A0)P(A0) + P(D|A1)P(A1)+

P(D|A2)P(A2) + P(D|A3)P(A3)

= 0.458. □
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