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随机变量的分布函数

■ 对于离散型随机变量，可以用分布律来刻
画，比如：表格和概率公式.

■ 如何刻画非离散型随机变量？

⇒ 分布函数.

1/34



随机变量的分布函数

■ 对于离散型随机变量，可以用分布律来刻
画，比如：表格和概率公式.

■ 如何刻画非离散型随机变量？⇒ 分布函数.

1/34



分布函数

定义
设 X 是一个随机变量, 函数

F(x) = P(X ≤ x), x ∈ R,

为 X 的概率分布函数, 简称分布函数.
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注

(1) F(X) 是增函数，定义域是 R;

(2) 任何随机变量都有相应的分布函数;
(3) 不同的随机变量, 它们的分布函数可以相
同;

(4) 分布函数的几何意义: F(x) 的值表示 X 落
在 (−∞, x] 上的概率;

(5) 分布函数的用途: 可以给出随机变量 X 落
入任意一个范围的可能性.
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X 的分布函数为 F(x), a, b ∈ R, a < b,
则

• P{a < X ≤ b} = P{X ≤ b} − P{X ≤ a}
= F(b)− F(a).

• P{X > a} = 1 − P{X ≤ a} = 1 − F(a).
• P{a < X < b} = P{a < X ≤ b} − P{X = b}

= F(b)− F(a)− P{X = b}.
• P{a ≤ X ≤ b} = P{a < X ≤ b}+ P{X = a}

= F(b)− F(a) + P{X = a}.
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例
设 X 的分布律为

X -1 2 3
Pk

1
4

1
2

1
4

求

(1) X 的分布函数,
(2) P{X ≤ 1

2}, P{3
2 < X ≤ 5

2}, P{2 ≤ X ≤ 3}.
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解:(1) 当 x < −1 时,
F(x) = P{X ≤ x < −1} = 0

当 −1 ≤ x < 2 时,

F(x) = P{X ≤ x} = P{X = −1} =
1
4

当 2 ≤ x < 3 时,

F(x) = P{X ≤ x} = P{X = −1}+ P{X = 2} =
3
4

当 x ≥ 3 时,
F(x) = P{X ≤ x} = P{X = −1}+P{X = 2}+P{X = 3} = 1

故 F(x) =


0 x < −1;
1
4 −1 ≤ x < 2;
3
4 2 ≤ x < 3;
1 x ≥ 3. 6/34



解: (2) P{X ≤ 1
2} = F(1

2) =
1
4 ,

P{3
2 < X ≤ 5

2} = F(5
2)− F(3

2) =
1
2 ,

P{2 ≤ X ≤ 3} = F(3)− F(2) + P{X = 2} = 3
4 . □
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离散型随机变量的分布函数

一般, 设离散型 X 的分布律为 P{X = xk} = pk,
则 X 的分布函数

F(x) = P{X ≤ x} =
∑
xk≤x

P{X = xk} =
∑
xk≤x

pk,

分布函数不连续，在 x = xk 处有跳跃, 跳跃值为
pk = P{X = xk}.
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例
设随机变量 X 的分布函数

F(x) =


0 x < −1;
0.2 −1 ≤ x < 3;
0.6 3 ≤ x < 4;
1 x ≥ 4.

求 X 的分布律.
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解: F(x) 只在 −1, 3, 4 跳跃, 跳的幅度分别是
0.2, 0.4, 0.4. 所以, 分布律为

X -1 3 4
P 0.2 0.4 0.4
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离散型随机变量的分布函数的性质

性质
设 X 是离散型随机变量，F(X) 是 X 的分布函数. 则

(1) 0 ≤ F(x) ≤ 1;

(2) F(x) 单调不减, 即对任意 x1 < x2, 有
F(x2)− F(x1) = P{x1 < X ≤ x2} ≥ 0;

(3) F(−∞) = 0, F(+∞) = 1;

(4) F(x) 是右连续函数, 即
F(x + 0) = limΔx→0+ F(x +Δx) = F(x).
但 F(x) 不一定是连续函数.
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例
一个靶子是半径为 2m 的圆盘, 设击中靶上任一
同心圆盘上的点的概率与该圆盘的面积成正比,
并设射击都能中靶, 以 X 表示弹着点与圆心的
距离, 求 X 的分布函数.
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解: 当 x < 0 时, {X ≤ x} 是不可能事件, 于是
F(x) = P{X ≤ x} = 0,

当 0 ≤ x ≤ 2 时,
P{0 ≤ X ≤ x} = kx2.

取 x = 2, 有 P{0 ≤ X ≤ 2} = k · 22, 而
P{0 ≤ X ≤ 2} = 1, 则 k = 1

4 , 即

P{0 ≤ X ≤ x} =
x2

4 .

从而

F(x) = P{X ≤ x} = P{X < 0}+ P{0 ≤ X ≤ x} =
x2

4 .

当 x ≥ 2 时,
F(x) = P{X ≤ x} = 1. 13/34



故 F(x) =


0 x < 0;
x2

4 0 ≤ x < 2;
1 x ≥ 4.

图像为一连续曲线. □

本题中，分布函数 F(x) 可写为

F(x) =
∫ x

−∞
f(t)dt,

其中 f(t) =
{

t
2 0 < t < 2;
0 其他.

即F(x) 是非负函数 f(t) 在区间 (−∞, x] 上的积分. 此时,
称 X 为连续型随机变量. （使得 F(X) 连续 的随机变量）
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连续型随机变量及其概率密度

定义
若对于随机变量 X 的分布函数 F(x), 存在非负
可积函数 f(x), 使得对于任意实数 x 有

F(x) =
∫ x

−∞
f(t)dt,

则称 X 为连续型随机变量. f(x) 称为 X 的概率
密度函数, 简称概率密度.

改变概率密度 f(x) 的个别点的取值不影响 F(x) 的取值.
(⇒ 注3不同的随机变量可以有相同的分布函数.)
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性质
设 f(x) 是连续型随机变量 X 的概率密度，则
(1) f(x) ≥ 0;
(2)

∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1;

(3) ∀x1, x2 ∈ R, x1 ≤ x2,

P{x1 < X ≤ x2} = F(x2)−F(x1) =

∫ x2

x1

f(t)dt.
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• P{X ≤ a} = F(a) =
∫ a
−∞ f(x)dx;

• P{X > a} = 1 − P{X ≤ a} =
∫ +∞

a f(x)dx;
• ∀a ∈ R, P{X = a} = 0, 且

P{x1 < X ≤ x2} = P{x1 < X < x2};

• {X = a} 是不可能事件 ⇒ P{X = a} = 0;
而 P{X = a} = 0 ⇏ {X = a} 是不可能事
件;

• 对于连续型随机变量 X,

P{X ∈ D} =

∫
D

f(x)dx, ∀D ⊂ R.
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性质
设 f(x) 是连续型随机变量 X 的概率密度，则
(4) 在 f(x) 的连续点 x, F′

(x) = f(x), 即

f(x) = F′
(x) = lim

Δx→0

F(x +Δx)− F(x)
Δx

= lim
Δx→0

P{x < X ≤ x +Δx}
Δx .

其中 P{x < X ≤ x +Δx} ≈ f(x) ·Δx 表示
X 落在 x 附近 (x, x +Δx] 上的概率近似等
于 f(x)Δx.
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注
(1) f(x2) > f(x1) 表示落在 x2 附近的概率大于
落在 x1 附近的概率, 而不是取 x2 的概率大
于取 x1 的概率;

(2) f(x) 的值是可以大于 1;

(3) f(x)

∫ x
−∞ f(t)dt

GGGGGGGGGGGGGGBFGGGGGGGGGGGGGG

d
dxF(x)

F(x).
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例
设随机变量 X 具有概率密度

f(x) =


kx 0 ≤ x < 3;
2 − x

2 3 ≤ x ≤ 4;
0 其他.

(1) 确定常数 k.
(2) 求 X 的分布函数 F(x).
(3) 求 P{1 < X ≤ 7

2}.
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解: (1) 由
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1, 得 k = 1

6.
(2)

F(x) =
∫ x

−∞
f(t)dt

=


0 x < 0;
x2
12 0 ≤ x < 3;
−3 + 2x − x2

4 3 ≤ x < 4;
1 x ≥ 4.

(3)P{1 < X ≤ 7
2} = F(7

2)− F(1) = 41
48. □
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例
设连续型随机变量 X 的分布函数为

F(x) =


0 x < 0;
x
3 0 ≤ x < 3;
1 x ≥ 3.

求 X 的概率密度 f(x).

解: f(x) = F′(x) =
{

1
3 0 < x < 3;
0 其他.

□
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均匀分布

定义
若 X 的概率密度为

f(x) =
{

1
b−a a < x < b;
0 其他.

则称 X 在 (a, b) 上服从均匀分布, 记为
X ∼ U(a, b).
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性质
均匀分布具有等可能性.
即 ∀a < k < k + l < b, 均有

P{k < X < k + l} =

∫ k+l

k

1
b − adt = l

b − a,

与 k 无关, 仅与 l 有关. 即服从 U(a, b) 上的均匀
分布的 X 落入 (a, b) 中任意子区间上的概率只
与区间长度有关, 与区间所处位置无关. 即 X 落
入 (a, b) 中的等长度的任意子区间上是等可
能的. 24/34



若 X ∼ ∪(a, b), 则 P{a < X < b} = 1,
且分布函数为

F(x) =


0 x < a;
x−a
b−a a ≤ x < b;
1 x ≥ b.

当 a ≤ x ≤ b 时,

F(x) =
∫ x

−∞
f(t)dt =

∫ x

a

1
b − a =

x − a
b − a.
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例
在区间 (−1, 2) 上随机取一数 X, 求
(1) 写出 X 的概率密度函数;
(2) 该数在 (−0.5, 1) 中的概率;
(3) 该数为正数的概率.

解:(1) X 在 (−1, 2) 上服从均匀分布, 故

f(x) =
{

1
3 −1 < x < 2;
0 其他.

(2)P{−0.5 < X < 1} =
∫ 1
−0.5 f(x)dx = 1

2 .
(3)P{X > 0} =

∫ +∞
0 f(x)dx = 2

3 . □
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均匀分布的概率计算

若 X ∼ ∪(a, b), 则 ∀I ⊂ R, 有
法一：

P{X ∈ I} =

∫
I
f(x)dx,

法二：

P{X ∈ I} =
I ∩ (a, b) 的长度
(a, b) 的长度 .
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指数分布

定义
若 X 的概率密度函数为

f(x) =
{

1
θe− x

θ x > 0;
0 x ≤ 0.

其中 θ > 0 为常数, 则称 X 服从参数为 θ > 0
的指数分布. 记为 X ∼ E(θ).

分布函数：F(x) =
{

1 − e− x
θ x > 0;

0 x ≤ 0.
28/34



性质
指数分布具有无记忆性. 即 ∀s, t > 0, 有

P{X > s + t|X > s} = P{X > t}.

证明:
P{X > s + t|X > s} =

P{{X > s + t} ∩ {X > s}}
P{X > s}

=
P{X > s + t}

P{X > s} =
1 − F(s + t)

1 − F(s)
= e− t

θ = P{X > t} □

若把 X 记为一元件的寿命. 已知元件使用了 s 小时, 总共
能使用至少 s + t 小时的概率与从开始使用时算起它至少
能使用 t 小时的概率相等. 元件对它已使用过 s 小时没有
记忆.
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性质
指数分布具有无记忆性. 即 ∀s, t > 0, 有

P{X > s + t|X > s} = P{X > t}.
证明:

P{X > s + t|X > s} =
P{{X > s + t} ∩ {X > s}}

P{X > s}

=
P{X > s + t}

P{X > s} =
1 − F(s + t)

1 − F(s)
= e− t

θ = P{X > t} □

若把 X 记为一元件的寿命. 已知元件使用了 s 小时, 总共
能使用至少 s + t 小时的概率与从开始使用时算起它至少
能使用 t 小时的概率相等. 元件对它已使用过 s 小时没有
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例
设某人电话通话时间 X (分钟) 服从指数分布,
概率密度

f(x) =
{

1
15e− x

15 x > 0;
0 x ≤ 0.

求

(1) 他通话时间在 10 ∼ 20 分钟之间的概率.
(2) 若他已打了 10 分钟, 求他继续通话超过 15
分钟的概率.(即, 若他已打了 10 分钟, 求他
总共通话超过 25 分钟的概率).
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解: (1)P{10 < X < 20} =
∫ 20

10 f(x)dx = e−2
3 − e−4

3 .

利用分布函数 F(x) =
{

1 − e− x
15 x > 0;

0 x ≤ 0.
P{10 < X < 20} = F(20)− F(10) = e−2

3 − e−4
3 .

(2) 指数分布无记忆性.

P{X > 25|X > 10} = P{X > 15}

=

∫ +∞

15
f(x)dx = e−1 □
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例
设一地段相邻两次交通事故的间隔时间 (小时)
X 服从参数为 13

2 的指数分布. 求已知在过去的
13 小时中没有发生交通事故, 那么在未来的 2
小时内不发生事故的概率.

解: X ∼ E(θ), θ = 13
2 ,

f(x) =
{

2
13e−2x

13 x > 0;
0 x ≤ 0.

所以 P{X > 15|X > 13} = P{X > 2}
=
∫ +∞

2 f(x)dx = 1 − F(2) = e− 4
13 . □
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指数分布的用途

• 表示独立随机事件发生的间隔, 比如旅客进
机场的时间间隔、维基百科新条目出现的
时间间隔等等.

• 在排队登记中, 一个顾客接受服务的时间长
短也可用指数分布近似.

• 无记忆性的现象 (连续时).
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下次课介绍正态分布！
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