
行列式计算作业—一题多解

18-3）

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α+ β αβ 0 · · · 0 0

1 α+ β αβ · · · 0 0

0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

=
αn+1 − βn+1

α− β
, (α ̸= β)

(Dn = (n+ 1)αn, α = β)

证法 1：第二数学归纳法

D1 = α+ β =
α2 − β2

α− β

D2 =

∣∣∣∣∣ α+ β αβ

1 α+ β

∣∣∣∣∣ = α3 − β3

α− β

等式成立。假设等式在 n ≤ k 的情况都成立。将 Dn 按第一列展开，有

Dn = (α+β)Dn−1−αβDn−2 = (α+β)
αn − βn

α− β
−αβ

αn−1 − βn−1

α− β
=

αn+1 − βn+1

α− β

命题得证！ □
证法 2：第一数学归纳法（From–吴文众同学）
n = 1 时等式成立，

D1 = α+ β =
α2 − β2

α− β

假设 n− 1 时等式成立，

Dn−1 =
αn − βn

α− β
= αn−1 + αn−2β + · · ·+ αβn−2 + βn−1
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则对于 Dn 有

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α αβ 0 · · · 0 0

1 α+ β αβ · · · 0 0

0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β αβ 0 · · · 0 0

0 α+ β αβ · · · 0 0

0 1 α+ β · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 α+ β

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B

对第一个行列式 A，从第 2 列开始每列减去前一列的 β 倍，有

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α 0 0 · · · 0 0

1 α 0 · · · 0 0

0 1 α · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 1 α

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= αn

第二个行列式 B = βDn−1。所以

Dn = αn+βDn−1 = αn+β×(αn−1+αn−2β+· · ·+αβn−2+βn−1) =
αn+1 − βn+1

α− β

命题得证！ □
证法 3：直接求解（特征方程–From 张海齐, 付邦营同学）
将 Dn 按第一列展开

Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2

构造等比数列

Dn − αDn−1 = βn

Dn − βDn−1 = αn

可解出 Dn.
（或由

Dn = (α+ β)Dn−1 − αβDn−2

有特征方程 λ2 − (α+ β)λ+ αβ = 0. 方程的根为 λ1 = α, λ2 = β. 则可设

Dn = c1α
n + c2β

n

代入 D1, D2 解得 c1 =
αn

α−β
, c2 =

β
β−α

. 故

Dn =
α

α− β
× αn +

β

β − α
× βn =

αn+1 − βn+1

α− β
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） □
补充题 3-1）∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ x

∑
i

∑
j

Aij

证法一：拆分法∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 + x · · · a1n + x

a21 a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a12 + x · · · a1n + x

x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B

后一行列式 B 第 2、3、· · ·、n 列减去第 1 列，然后按第 1 列展开有：∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a12 + x · · · a1n + x

x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x a12 · · · a1n

x a22 · · · a2n
...

...
...

x an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x

∑
i

Ai1

类似不断进行下去，行列式 A 依次拆分第 2、3、· · ·、n 列，命题得证。 □
证法二：升阶法 (From 吴振铭同学)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 + x a12 + x · · · a1n + x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0

1 a11 + x a12 + x · · · a1n + x

1 a21 + x a22 + x · · · a2n + x
...

...
...

...
1 an1 + x an2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n+1)×(n+1)

从第 2 列开始，每列减去第 1 列的 x 倍，得∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −x −x · · · −x

1 a11 a12 · · · a1n

1 a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
1 an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(n+1)×(n+1)

按第一行展开可证。 □


