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A 和 A∗

吴方班高代习题课

2022 年 4 月 20 日

引理 1.已知 A为 n(n ≥ 2)阶矩阵，则当 r(A) = n时，r(A∗) = n；

当 r(A) = n− 1 时，r(A∗) = 1；r(A) ≤ n 时，r(A∗) = 0。

引理 2. A∗ 可以写成 A 的多项式，即存在多项式 g(x) 使得

A∗ = g(A).

证明：

A∗A = |A| · E (1)

另一方面，根据 Hamilton-Cayley 定理知道：

f(A) = An + an−1A
n−1 + · · ·+ a1A+ a0E = 0.

其中 f(x) = |xE−A|为 A的特征多项式，a0 = (−1)n|A| ·E。所以

(−1)n+1(An−1 + an−1A
n−2 + · · ·+ a1E) · A = |A| · E (2)
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对比（1）和（2），当 A 可逆时，有

A∗ = (−1)n+1(An−1 + an−1A
n−2 + · · ·+ a1E) = g(A) (3)

其中 g(x) = (−1)n+1(xn−1 + an−1x
n−2 + · · ·+ a1).

利用摄动法，考虑 (kE + A)∗(kE + A) = |kE + A| · E，可证

A 不可逆时，A∗ 仍可表示为 A 的多项式，具体表达式同 (3)。 □

问题. 取定数域 F 上的 n(n ≥ 2) 阶矩阵 A。设

• 特征多项式为

f(x) =
n∏

i=1

(x− λi) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0;

• A 在复数域 C 上的特征值为 {λi}i=1,2···n；

• αi 为特征值 λi 对应的某个任意取定的特征向量。

其中 ni 和 mi 分别为 λi 的代数重数和几何重数。

讨论 A 和 A∗ 的特征值，特征向量和特征多项式之间的关系。

情况 1.当 r(A) = n时，A的所有特征值非零。A−1存在，且易知 A−1

的特征值为 1
λi
, i = 1, 2 · · ·n。设 A∗ 的特征值为 µk, k = 1, 2 · · ·n。

则

0 = |µE − A∗| = |µE − |A|A−1| = |A|n · | µ
|A|

E − A−|
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所以 µi

|A| =
1
λi
，知

µi =
|A|
λi

=

∏
λk

λi

=
∏
k ̸=i

λk

A∗ 的特征多项式为

F (x) =
n∏

i=1

(x− µi).

下面说明 A 和 A∗ 有相同的特征向量。

由 |A|αi = A∗Aαi = A∗(λiαi) = |A|αi，知

A∗αi =
|A|
λi

αi

即 A 的任一特征向量 αi 都是 A∗ 的特征向量。

又设 β 为 A∗ 的对应任一 µk 的任意特征向量，则 |A|β =

AA∗β = A(µkβ)，则得 Aβ = |A|
µk
β = λkβ，即 β 为 A 的特征向量。

这就说明了 A 和 A∗ 具有相同的特征向量。需要强调的是: 这

里找出了 A∗ 的全部特征向量，即{αi} 为 A∗ 的对应特征值 µi 全

部特征向量。

补充: 如果 A 和 B 具有相同的特征向量，则 A 和 B 可以同

时化为 Jordan 标准形，即存在可逆 P，使得 P−1AP 和 P−1BP
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同时为 Jordan 标准形。特别地，若 A 和 B 中其中一个可对角化，

则 A 和 B 具有相同的特征向量意味着 A 和 B 可同时对角化。矩

阵的同时对角化问题是一个很有意思的问题。

情况 2. 当 r(A) = n− 1 时，r(A∗) = 1。所以 A 至少有一个特征

值为零，不妨设 λ1 = 0，其他特征值设为 λ2, · · · , λn；A∗ 至少有

n− 1 个特征值为零。不妨设 i ≥ 2 时，µi = 0 =
∏
k ̸=i

λk，

下求 µ1

f(x) = |xE − A| = xn + an−1x
n−1 · · ·+ a1x+ a0, 其中 a0 = 0

则根据引理 2，

A∗ = ((−1)n+1(xn−1 + · · ·+ a1))|x=A

λ1 = 0为 A的特征值，故 A∗有特征值 (−1)n+1(xn−1+· · ·+a1)|x=0 =

(−1)n+1a1 =
∑
i

∏
k ̸=i

λi =
n∏

i=2

λi = µ1。

所以 µi =
∏
k ̸=i

λi 给出 A∗ 的所有特征值。

A∗ 的特征多项式，

F (x) =
n∏

i=1

(x− µi) = xn − µ1x
n−1

4



下面我们求 A∗ 的特征向量。

r(A∗) = 1，不妨 A11 ̸= 0，令 A = (α1, α2 · · · , αn)，由 A∗A =

|A|E = 0 知 {α1, α2, · · · , αn} 都为齐次线性方程组 A∗X = 0 的解。

由 A11 ̸= 0 和 r(A) = n− 1 知 A 除去第 1 列剩余的 n− 1 列

{α2, · · · , αn}线性无关。所以，由 A∗β = 0β = 0，知 A∗关于 0的特征

向量为任意 β ∈ L(α2, · · · , αn)−{0}，即任意 β = k2α2+ · · ·+knαn，

k2, · · · , kn 不同时为 0 都为 A∗ 关于特征值 0 的特征向量.

另一方面，r(A∗) = 1, A11 ̸= 0，则 A∗ 可写为（注意由 A∗ 的

定义，(A11, A21, · · · , An1) 为 A∗ 的第一行，而非第一列。）

A∗ =



1

b2

...

bn



(
A11 A21 · · · An1

)

则
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A∗



1

b2

...

bn


=



1

b2

...

bn



(
A11 A21 · · · An1

)


1

b2

...

bn



= (A11 + b2A21 + · · ·+ bnAn1)



1

b2

...

bn



= tr(A∗)



1

b2

...

bn


= µ1



1

b2

...

bn



(4)

所以，(1, b2, · · · , bn)T 为 A∗ 关于特征值为 µ1 的特征向量。

情况 3. 当 r(A) < n− 1 时，A∗ = 0。A∗ 的 n 个特征值都为 0，任

意 n 维非零向量 α 都为 A∗ 关于 µ = 0 的特征向量，而 A∗ 的特征
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多项式为 f(x) =
∏n

i=1(x− µi) = xn.
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