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1 Jordan 块的情况

设 σ : V −→ V 为复 n 维线性空间上的线性变换。满足 σ 在

一组基 α1, α2, · · · , αr 下的矩阵为一个 Jordan 块矩阵，

J =



λ0 0 · · · 0 0

1 λ0 · · · 0 0

... ... ... ...

0 0 · · · 1 λ0


1.1 V 不能分解为非平凡不变子空间的直和

设线性变换 σ : V −→ V 在一组基 α1, · · · , αr 下的矩阵为一个

Jordan 块 Jr×r。则

• 包含 α1 的 σ-子空间只有 V 本身；
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• V 的任一 σ-子空间都包含 αr；

• V 不能分解为两个非平凡 σ-子空间的直和。

1.2 可能的不变子空间

设 σ 的唯一特征值为 λ，特征向量为 kαr, k ̸= 0。

λE − J =



0 0 0 · · · 0 0

−1 0 0 · · · 0 0

0 −1 0 · · · 0 0

... ... ... ... ...

0 0 0 · · · −1 0


为幂零阵，(λE−J)r = 0。（每乘一个 λE−J 都会多出一个 0列。）

所以

Vλ0 = {X ∈ V | (λE − J)0X = 0} = {0}

Vλ1 = {X ∈ V | (λE − J)X = 0} = L(αr)

Vλ2 = {X ∈ V | (λE − J)2X = 0} = L(αr−1, αr)

· · ·

Vλr = {X ∈ V | (λE − J)rX = 0} = L(α1, · · · , αr−1, αr)

= Vλr+1 = Vλr+2 = · · · = V
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都为 σ-子空间。（同时也是 (λ · id− σ)-子空间。）

设 W 为 V 任意一个 σ-子空间，任取 W 中的一个基向量

X = k1α1+ · · ·+ krαr ∈ W，设 X 的系数 k1, · · · , kr 中左起第一个

非零系数为 ki(X)，则 L(αi(X), · · · , αr) = Vλr+1−i(X) ⊂ W。则 W =

∪
X

Vλr+1−i(X) = Vλr+1−imin，其中 imin = min{i(X) | X为基向量}。

所以，上面 Vλi 给出了 V 的所有 σ-子空间，并满足

Vλ0 ⊂ Vλ1 ⊂ Vλ2 ⊂ · · ·Vλr−1 ⊂ Vλr = Vλr+1 = · · · = V

1.3 特征子空间和根子空间

Vλ1 为特征值 λ 的特征子空间，Vλr 为特征值 λ 的根子空间。

1.4 核和值域

当特征值 λ ̸= 0 时，线性变换 σ 为可逆变换，它的核和值域

分别为：

kerσ = {0}

im σ = V

当特征值 λ = 0 时，则线性变换 σ 的核和值域分别为：

kerσ = L(αr) = Vλ1

im σ = L(α2, · · · , αr) = Vλr−1
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1.5 V = kerσ ⊕ im σ

由上知，V = kerσ ⊕ im σ 当且仅当 λ ̸= 0 或 λ = 0，r = 1，

即 σ 为可逆变换或零变换。

2 唯一特征值对应多个 Jordan 块的情况

设 σ : V −→ V 为复 n 维线性空间上的线性变换。取 V 的一

组基 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn，使得 σ 在这组基下的矩阵为一个 Jordan 矩阵，

J = diag(J1, · · · , Jm)

其中 J1, · · · , Jm 都是特征值 λ 对应的 Jordan 块构成的 Jordan 阵，

m 为 λ 的几何重数，即 λ = λ0 的线性无关特征向量的个数。设

Jordan 块 Jj 的阶数为 rj，这里不妨设 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rm，则∑
j

rj = n 为 λ 的代数重数。

2.1 V 的不变子空间的直和分解

V 可以分为 Jordan 块对应的 σ-子空间的直和，

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm
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其中 Vj 为 Jordan 块 Jj 在 J 所处的行（或列）对应的基向量，设

为 {α1, α2, · · · , αrj} ⊂ {ϵ1, · · · , ϵn}, rj 为 Jj 的阶数。则每个 Vj 都

是 σ-子空间，这是由于

σ(α1) = λα1 + α2 ∈ Vj

σ(α2) = λα2 + α3 ∈ Vj

· · ·

σ(αrj−1) = λαrj−1 + αrj ∈ Vj

σ(αrj) = λαrj ∈ Vj

2.2 可能的不变子空间

所以不同 Vj 的 σ |Vj
-子空间的直和为 σ-子空间。这样，我们

可以找到了 V 的一些 σ-子空间，共有
∏
j

(rj + 1) 个。但显然，不

是 V 的全部不变子空间。例如，σ 是一个数乘变换，则任意子空

间都是 σ-子空间。事实上，由 σ 的两个线性无关的特征向量的和

生成的一维子空间是 σ-不变的，但不属于任何 Vj 的 σ |Vj
-子空间

的直和。
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2.3 特征子空间和根子空间

设 Vj 为 Jordan 块 Jj 在 J 所处的行（或列）对应的基向量，

为 {αj
1, α

j
2, · · · , αj

rj
} ⊂ {ϵ1, · · · , ϵn},

Vλ0 = {X ∈ V | (λE − J)0X = 0} = {0}

Vλ1 = {X ∈ V | (λE − J)X = 0} = L(α1
r1
, α2

r2
, · · · , αm

rm)

Vλ2 = {X ∈ V | (λE − J)2X = 0} = L(α1
r1−1, α

1
r1
, α2

r2−1, α
2
r2
, · · · , αm

rm−1, α
m
rm)

· · ·

Vλrm = {X ∈ V | (λE − J)rmX = 0} = L(α1
1, · · · , α1

r1
, · · · , αm

1 , · · · , αm
rm) = L(ϵ1, · · · , ϵn)

= Vλrm+1 = Vλrm+2 = · · · = V

所以，

Vλ0 ⊂ Vλ1 ⊂ Vλ2 ⊂ · · ·Vλrm−1 ⊂ Vλrm = Vλrm+1 = · · · = V

其中 rs 为 λ 对应阶数最多 Jordan 块的阶数。

λ 的特征子空间为 Vλ1。

λ 的根子空间 {X ∈ V | (λE − J)nX = 0} = V。这是因为

n =
∑
j

rj ≥ rs。
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2.4 核和值域

当特征值 λ ̸= 0 时，线性变换 σ 为可逆变换，它的核和值域

分别为：

kerσ = {0}

im σ = V

当特征值 λ = 0 时，则线性变换 σ 的核和值域分别为：

kerσ = L(α1
r1
, α2

r2
, · · · , αm

rm) = Vλ1

im σ = L(α1
2, · · · , α1

r1
, · · · , αm

2 , · · · , αm
rm) = Vλrm−1

2.5 V = kerσ ⊕ im σ

由上知，V = kerσ ⊕ im σ 当且仅当 λ ̸= 0 或 λ = 0，r1 =

· · · = rm = 1，即 σ 为可逆变换或零变换。
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3 一般 Jordan 矩阵的情况：多个特征值，每个特
征值对应多个 Jordan 块

设 σ : V −→ V 为复 n 维线性空间上的线性变换。取 V 的一

组基 ϵ1, ϵ2, · · · , ϵn，使得 σ 在这组基下的矩阵为一个 Jordan 矩阵，

J = diag(J11, · · · , J1m1 , J21, · · · , J2m2 , · · · , Js1, · · · , Jsms)

= diag(A1, A2, · · · , As)

其中 Ai = diag(Ji1, · · · , Jimi
) 是特征值 λ = λi 对应的 Jordan 块构

成的 Jordan 阵，mi 为 λ = λi 的几何重数, Ai 的阶数是 λ = λi 的

代数重数 ni。λ1, λ2, · · · , λs 互不相同。

3.1 V 的不变子空间的直和分解

V 可以分为 Jordan 块对应的 σ-子空间的直和，

V = V11 ⊕ · · · ⊕ V1m1 ⊕ V21 ⊕ · · · ⊕ V2m2 ⊕ · · · ⊕ Vs1 ⊕ · · · ⊕ Vsms

其中 Vij 为 Jordan块 Jij 在 J 所处的行（或列）对应的基向量，设

为 {α1, α2, · · · , αrij} ⊂ {ϵ1, · · · , ϵn}, rij 为 Jij 的阶数。则每个 Vij
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是 σ-子空间，这是由于

σ(α1) = λiα1 + α2 ∈ Vij

σ(α2) = λiα2 + α3 ∈ Vij

· · ·

σ(αrij−1) = λiαrij−1 + αrij ∈ Vij

σ(αrij) = λiαrij ∈ Vij

V 也可以分为特征值对应的 σ-子空间的直和，

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs

其中 Vi = Vi1 ⊕ · · · ⊕ Vim1 也是 σ-子空间，这是由于不变子空间的

直和还是不变子空间。
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3.2 特征子空间和根子空间

设 Vij 为 Jordan 块 Jij 在 J 所处的行（或列）对应的基向量，

为 {αi,j
1 , αi,j

2 , · · · , αi,j
rij
} ⊂ {ϵ1, · · · , ϵn},

Vλ0
i
= {X ∈ V | (λE − J)0X = 0} = {0}

Vλ1
i
= {X ∈ V | (λE − J)X = 0} = L(αi,1

ri1
, · · · , αi,mi

rim1
)

Vλ2
i
= {X ∈ V | (λE − J)2X = 0} = L(αi,1

ri1−1, α
i,1
ri1
, · · · , αi,mi

rim1
−1, α

i,mi
rim1

)

· · ·

V
λ
rmi
i

= {X ∈ V | (λE − J)rmiX = 0} = L(αi,1
1 , · · · , αi,1

r1
, · · · , αi,mi

1 , · · · , αi,mi
rm ) = L(ϵi1, · · · , ϵini

)

= V
λ
rmi+1

i

= V
λ
rmi+2

i

= · · · = Vi

所以，

{0} = Vλ0
i
⊂ Vλ1

i
⊂ Vλ2

i
⊂ · · ·V

λ
rmi−1

i

⊂ V
λ
rmi
i

= Vλrmi+1 = · · · = Vi

其中 rmi
为 λ = λi 对应阶数最多 Jordan 块的阶数。

λ = λi 的特征子空间为 Vλ1
i
。

λ = λi 的根子空间 {X ∈ V | (λE − J)niX = 0} = V。这是因

为 ni =
∑
j

rij ≥ rmi
。
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3.3 核和值域

当特征值 λi ̸= 0 时，线性变换 σi = σ|Vi
为可逆变换，它的核

和值域分别为：

kerσi = {0}

im σi = Vi

当特征值 λi = 0时，则线性变换 σi = σ|Vi
的核和值域分别为：

kerσi = L(αi,1
ri1
, αi,2

ri2
, · · · , αi,mi

rimi
) = Vλ1

i

im σi = L(αi,1
2 , · · · , αi,1

ri1
, · · · , αi,mi

2 , · · · , αi,mi
rmi

) = Vλrm−1

3.4 V = kerσ ⊕ im σ

由上知，V = kerσ ⊕ im σ 当且仅当特征值 0 对应的线性变换

为零变换，即 λ = 0 的代数重数等于几何重数。

4 一般复矩阵的情况

设 σ : V −→ V 为复 n维线性空间上的线性变换。设 σ 在一组

基 β1, · · · , βn 下的矩阵为 A。我们总可以取 V 的一组基 ϵ1, · · · , ϵn，

使得 σ 在这组基下的矩阵为一个 Jordan 矩阵 J。设由 β1, · · · , βn

到 ϵ1, · · · , ϵn 的过渡矩阵为 P，则
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P−1AP = J

所以只需要考虑一般 Jordan 矩阵的情况即可。

综上，

定理. 设 σ : V −→ V 为复 n 维线性空间上的线性变换。则

V = kerσ ⊕ im σ 当且仅当 σ 的特征值 λ = 0 的代数重数等于几

何重数。

推论. 设 σ : V −→ V 为复 n 维线性空间上的可对角化线性变换，

则 V = kerσ ⊕ im σ。

推论. 设 σ : V −→ V 为复 n 维线性空间上的幂等线性变换，则

V = kerσ ⊕ im σ。

5 相似 Jordan 标准形的过渡矩阵

设 A 是一个 n 阶复矩阵。我们知道如果 A 可对角化，则 A

有 n 个线性无关的特征向量，不妨设为 β1, β2, · · · , βn。则 P =

(β1, β2, · · · , βn) 即为过渡矩阵，此时 P−1AP 是一个对角阵。

但如果 A 不可对角化，则 A 只有
∑

mi < n 个线性无关的特

征向量，构成不了一个可逆过渡方阵。但从以上对不变子空间的分
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析中，我们有以下结论。

定理. 设A是一个 n阶复矩阵，则上述中 αi,1
1 , · · · , αi,1

r1
, · · · , αi,mi

1 , · · · , αi,mi
rm

构成了一个过渡矩阵 P，使得 P−1AP 是一个 Jordan 矩阵。

求 P 的过程.

• 求特征值。|λE − A| = 0 的根给出所有特征值 λ1, · · · , λs；

• 求特征向量。对每个 λi，Rank(λiE − A) = n − mi。所以，

(λiE−A)X = 0给出了 mi 个线性无关特征向量，每个 Jordan

块对应其中一个特征向量，不妨设为 α1, · · ·αmi
；

• 求向量 βk 使得 (λiE − A)βk = αk。对每个 λi 和 λi 的每个特

征向量 αk，考虑 (λiE−A)X = αk。如果对应 αk 的 Jordan块

是一阶的，则 (λiE−A)X = αk 无解；如果对应 αk 的 Jordan

块大于一阶，则 (λiE − A)X = αk 可解出一个向量 βk，满足

(λiE − A)2βk = 0；

• 通过不断迭代。对 ri 阶的 Jordan 块对应的特征向量 αk 可以

求出 ri 个线性无关的向量，设为 ξ1, ξ2 = (λE−A)ξ1, · · · , ξri =

(λE −A)ri−1ξ1 = αk，(λ−A)riξ1 = 0（对比 P220 习题 10 和

11）；
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• 这样我们就将
∑

mi 个线性无关的向量扩充到 n 个线性无关

向量，就得到所需要的过渡矩阵 P。

例子 P243-6-7：

A =


0 3 3

−1 8 6

2 −14 −10


f(λ) = |λE − A| = λ(λ+ 1)2 = 0 知特征值 λ = 0, λ = −1（二重）。

(0E − A)X = 0 求得特征向量 α1 = (2, 1,−1)T；

(−1E − A)X = 0 求得特征向量 α2 = (3, 3,−4)T；

(0E − A)X = α1 无解；

(−1E −A)X = α2 求得向量 (1, 2, 0)T + kα2，可取 α3 = (1, 2, 0)T。

这样就得到得过渡矩阵 P = α1, α2, α3，使得

P−1AP =


0 0 0

0 −1 0

0 1 −1


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思考. 设 A 是一个数域 F 上的 n 阶方阵，我们知道特征多项式

f(λ) = |λE − A| 在数域 F 上的每个不可约因式都决定了一个友矩

阵，则 A 相似于对角块为友矩阵的准对角块矩阵。问这里的过渡

矩阵 P 怎么求？

（欢迎指正其中可能出现的错误。）
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