
阿里巴巴第七题

吴方班高代习题课

阿里巴巴第 7 题： V = Rn 是 n 维欧氏空间，ei, i = 1, · · · , n

为 V 的一组标准正交基。对 V 中的非零向量 v，定义线性变换

sv : V −→ V 为

sv(u) = u− 2(u, v)

(v, v)
,∀u ∈ V.

对于介于 0 和 n 之间的整数 k, 记 Grk(V ) 为 V 的 k 维子空间的

集合。对于 V 的一个 k 维子空间 W，记 [W ] 为 Grk(V ) 中的相应

元素。取 W 的一组标准基 {v1, · · · , vk}，定义 s[W ] : V −→ V 为

s[W ] = sv1 · · · svk .

(1) 证明 s[W ] 不依赖于标准正交基 {v1, · · · , vk} 的选取；

(2) 证明 s2[W ] = id；
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(3) 对 [W ′] ∈ Grk(V ), 定义

t[W ]([W
′]) = [s[W ](W

′)]

其中 s[W ](W
′) 是 W ′ 在 s[W ] 下的像。我们称 Grk(V ) 的子集

X 为一个“有趣集”，若

t[W ]([W
′]) = [W ′],∀[W ], [W ′] ∈ X

请找到 Grk(V ) 中有趣集的最大的元素个数，并证明之。

Solution. （1）设 v = (x1, · · · , xn)
T 是一个单位向量，线性变

换 sv : V −→ V 在标准正交基 {ei} 下的坐标和矩阵,

sv(ei) = ei −
2(ei, v)

(v, v)
v = ei − 2xiv

Sv = E − 2vvT

所以，

s[W ] = sv1 · · · svk =
k∏

i=1

(E − 2viv
T
i ) = E − 2

k∑
i=1

viv
T
i

取 W 的另外一组标准正交基 {wi}，并设 wi = ki1v1 + · · · + kikvk，
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其中
∑

j k
2
ij =

∑
i k

2
ij = 1. 则

s[W ] = E − 2
k∑

i=1

wiw
T
i

= E − 2
k∑

i=1

(ki1v1 + · · ·+ kikvk)(ki1v1 + · · ·+ kikvk)
T

= E − 2
k∑

i=1

(k2
i1v1v

T
1 + · · ·+ k2

ikvkv
T
k )

= E − 2

(
k∑

i=1

k2
i1

)
v1v

T
1 − · · · − 2

(
k∑

i=1

k2
ik

)
vkv

T
k

= E − 2
k∑

i=1

viv
T
i

(1)

故 s[W ] 不依赖单位正交基的选取。

（2）注意到

(E − 2
k∑

i=1

viv
T
i )

2 = E

故 s2[W ] = id。

（3）注意到对任意子空间 W，线性变换 s[W ] 的矩阵 E −

2
∑k

i=1 viv
T
i 为一个实对称矩阵，故可以相似正交对角化。即存在正

交阵 T 使得

T−1AT = diag(x1, · · · , xn) := D

由 s2[W ] = id 知 xi = ±1,∀i = 1, · · · , n.

对任意 W = L(ei1 , · · · , eik)，s[W ](W ) = {α ∈ W | Dα ∈ W} =
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W , 并且此时 W 对应的 s[W ] 的矩阵就是对角阵。所以，我们得到

了一个包含 Ck
n 个元素的有趣集。

X = {W = L(ei1 , · · · , eik) | {i1, · · · , ik} ⊂ {e1, · · · , en}}

对任意 W /∈ X，设 W 的一组标准正交基为 α1, · · · , αk, 则

α1, · · · , αk 和 {e1, · · · , en} 的任意包含 k 个元素的子集都不等价。

我们不妨设 (α1, · · · , αk)P =
(
Ek

B

)
，其中 P 可逆，B ̸= 0. 不妨

bk+1,1 ̸= 0，则对于 D0 = diag(x1 = 1, · · · , xk+1 = −1, · · · , xn), 取

(β1, · · · , βk) = (D0α1, · · · , D0αk) = D0

(
Ek

B

)
P−1

则 (β1, · · · , βk) 与 (α1, · · · , αk) 不等价，因为 β1 = D0α1 无法

由 (α1, · · · , αk) 线性表出. 所以 W ̸= D0W .

所以 X 中再加入任意一个 k 维子空间后都不是有趣的.

最后证明任何包含 Ck
n 个有趣集的 Y 都与 X 相差一个可逆变

换。因此，有趣集包含的最多元素为 Ck
n.

首先证：对于 k 维线性子空间 W 和 W ′，若 s[W ](W
′) = W ′，

s[W ′](W ) = W，则 s[W ]s[W ′] = s[W ′]s[W ].

s[W ] 和 sW ′ 在一组标准正交基下的矩阵 S[W ] 和 SW ′ 都是实

对称矩阵. 故 s[W ]s[W ′] = s[W ′]s[W ] 当且仅当 S[W ] 和 SW ′ 可同时对
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角化。取 W 的一组标准正交基 α1, · · · , αk，并扩充为 V 的一组基

α1, · · · , αn，则 s[W ] 在这组基下的矩阵为

S[W ] = E − 2
k∑

i=1

αiα
T
i = diag(−Ek, En−k)

且任意 L(αi) 为 V 的 s[W ]-不变子空间.

由于 W ′ 是 s[W ] 的不变子空间，所以 W ′ 可以分解为 L(αi)直

和的形式，即

W ′ = L(αi1)⊕ · · · ⊕ L(αik)

则

S[W ] = E − 2
k∑

j=1

αijα
T
ij
= diag(x1, · · · , xn)

其中 xi1 = · · · = xik = −1, 其余对角元为 1。所以，s[W ]s[W ′] =

s[W ′]s[W ]。

归纳地，对任意一个具有最多元素的有趣集 Y，对应的线性变

换可以同时对角化，并且对角元中有 k 个 −1，n− k 个 1.

另一方面，W ̸= W ′ ∈ Y 当且仅当他们选取的标准正交基不

同，当且仅当对应正交变换的矩阵的对角形 D ̸= D′.

故 Y 中元素最多为 Ck
n.

（欢迎指正其中可能出现的错误。）
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