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本次课内容

1. 线性方程组解的存在性

2. 习题课和小测



引入

求解线性方程组 Am×nXn = βm：将增广矩阵 (A, β) 作初等行变
换化为行最简形, 求解行最简形矩阵对应的线性方程组.

R(A) ≤ R(A, β) ≤ R(A) + 1

当 R(A, β) = R(A) + 1 时, 产生矛盾方程，则方程组无解；
当 R(A, β) = R(A) = n 时, A 列满秩，则方程组有唯一解；
当 R(A, β) = R(A) < n 时, 有自由未知量，则方程组有无穷解.
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秩的应用：判断 AX = β 解的存在性.

定理

设 Am×nX = β 为一个非齐次 n 元线性方程组，则方程组
无解 ⇔ R(A) < R(A, β);
有解 ⇔ R(A) = R(A, β);

有唯一解 ⇔ R(A) = R(A, β) = n;
有无穷解 ⇔ R(A) = R(A, β) < n.

推论

齐次线性方程组 AX = 0 有非零解 ⇔ R(A) < n.

求解 AX = β ⇒ 通过初等行变换化增广矩阵 (A, β) 为行最简
形，判断解的存在性并求解.
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例题

例

求解 
x1 + x2 − 3x3 − x4 = 1
3x1 − x2 − 3x3 + 4x4 = 4
x1 + 5x2 − 9x3 − 8x4 = 0
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例题

例

设 
(1 + λ)x1 + x2 + x3 = 0
x1 + (1 + λ)x2 + x3 = 0
x1 + x2 + (1 + λ)x3 = 0

讨论 λ 取何值时，方程组有唯一解，无解，无穷解？并在有无穷解
时求通解.
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例题

定理

矩阵方程 AX = B 有解 ⇔ R(A) = R(A,B).

定理

R(AB) ≤ min{R(A),R(B)}.
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本章小结

1、 矩阵的初等变换和等价, 求可逆 P 使得 PA = B, 求 A−1, 求
A−1B;

2、 秩的定义、求 R(A);
3、 判断线性方程组 AX = β 解的存在性，并求解.
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补充：矩阵的秩

1. 设 A 为 n 阶方阵，
R(A) = 0 ⇔ A = O;
R(A) = 1 ⇔ A = αβT, 其中 α, β 为非零列向量

⇔ A 的任意两行（两列）成比例;

R(A) = n ⇔ A 可逆 ⇔ |A| ̸= 0 ⇔ A ∼ E.

2. 设 A 为 m × n 阶矩阵，若 R(A) = n, 则称 A 为列满秩的.
R(A) = 0 ⇔ A = O;
R(A) = 1 ⇔ A = αβT, 其中 α, β 为非零列向量 ⇔ 行列成比例.

R(Am×n) = n ⇔ A ∼
(En

O
)
⇔ A r∼

(En
O
)
;

⇔ 存在可逆矩阵 P, 使得 PA =
(En

O
)
.
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补充：秩和伴随矩阵

3. 设 A 为 n 阶方阵，则
R(A) = n ⇔ R(A∗) = n,A∗ = |A| · A−1, |A∗| = |A|n−1;
R(A) = n − 1 ⇔ R(A∗) = 1;
R(A) < n − 1 ⇔ A∗ = O.
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例题：分块矩阵的初等变换和秩不等式

4. 分块矩阵的初等变换：若矩阵 A 可逆，令 r2 − CA−1r1，则(
A B
C D

)
∼

(
A B
O D − CA−1B

)
例 (秩的性质 8)
若 Am×nBn×l = O, 则 R(A) + R(B) ≤ n.

证明：
R(A) + R(B) = R

(
0 B
A 0

)
≤ R

(
E B
A 0

)
= R

(
E B
0 −AB

)
= R

(
E B
0 0

)
= n 9/10



作业

熟悉前三章中出现的基本概念；

掌握各例题中的解题方法和步骤;
线上课程进行至当前进度；

预习第四章前两节；

无书面作业.
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欢迎提问和讨论

吴利苏（http://wulisu.cn）

Email: wulisu@sdust.edu.cn

2022 年 10 月 5 日

http://wulisu.cn
wulisu@sdust.edu.cn
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