
《线性代数》第五章作业（6 月 18 日提交）

临班 370

2023 年 6 月 21 日

班级： 姓名： 学号：

（注意：本章所有矩阵都默认为实矩阵.）
1. 判断题：(全正确)
(1) (相似不变量) 若矩阵 A,B 相似, 则

¬ 存在可逆矩阵 P , 使得 P−1AP = B.

­ A,B 具有相同的阶次.

® R(A) = R(B), 从而 A ∼ B.

¯ A,B 的特征多项式相等.

° A,B 的特征值相等.

± |A| = |B|. 进一步，A 可逆当且仅当 B 可逆.

² trA = trB.

(2) 矩阵 An 可以相似对角化

⇔ 存在可逆矩阵 P , 使得 P−1AP 为对角矩阵.
⇔ A 有 n 个线性无关的特征向量.
⇔ 每个特征值的代数重数和几何重数相等.
⇔ 极小多项式是一次因式的乘积.
⇐ 实对称矩阵以及和实对称相似的矩阵可相似对角化.
⇐ 具有 n 个互不相同特征值的矩阵可相似对角化.
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(3) (合同不变量) 若矩阵 A,B 是合同的, 则

¬ 存在可逆矩阵 P , 使得 P TAP = B.

­ A,B 具有相同的阶次.

® R(A) = R(B), 从而 A ∼ B.

¯ A,B 的正定性相同.

° A,B 行列式的符号相同.

± A 可逆当且仅当 B 可逆.

(4) 矩阵 A 可以合同对角化

⇔ 存在可逆矩阵 P , 使得 P TAP 为对角矩阵.
⇔ AT = A,A 为对称阵. 任意对称矩阵都可以合同对角化.
(5) (正交相似不变量) 若矩阵 A,B 是正交相似的, 则

¬ 存在正交矩阵 P , 使得 P−1AP = P TAP = B. 即是相似也是合同.

­ A,B 具有相同的阶次.

® R(A) = R(B), 从而 A ∼ B.

¯ A,B 的特征多项式相等.

° A,B 的特征值相等.

± |A| = |B|. 进一步，A 可逆当且仅当 B 可逆.

² trA = trB.

³ A,B 的正定性相同.

(6) 矩阵 A 可以正交相似对角化

⇔ 存在正交矩阵 P , 使得 P TAP = P−1AP 为对角矩阵.
⇔ AT = A,A 为对称阵. 任意对称矩阵都可以正交相似对角化.
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2. 计算题：

(1) 设 A =


2 1 2

1 2 2

2 2 1

, 计算：

¬ ψ(A) = A10 − 5A8 + 3E.

­ |ψ(A)|.

解: 先求可逆阵 P（或正交阵 P , 下面 P−1 = P T 计算更方便）使得

P−1AP = diag(−1, 1, 5) = Λ,
则 A = Pdiag(−1, 1, 5)P−1.
ψ(A) = P · ψ(Λ) · P−1 = P · diag(ψ(−1), ψ(1), ψ(5)) · P−1.
|ψ(A)| = ψ(−1)ψ(1)ψ(5).

(2) 设 A =


1 −2 −4

−2 x −2

−4 −2 1

 与 Λ =


5

−4

y

 相似. 求：

¬ x, y.

­ 求一个正交矩阵 P , 使得 P−1AP = Λ.

提示：利用特征值相同，或者迹和行列式相同

(3) 设二次型 f(X) = XTAX = 3x21 + 4x22 + 3x23 + 2x1x3.

¬ 写出二次型 f 的矩阵;

­ 求正交变换 X = PY , 把二次型 f 化为标准形.

® 判断 f 是否为正定二次型.

¯ 证明：minX ̸=0
f(X)
XTX

= 2.

提示：需要掌握, 原版本有误已修改.

4. 证明题：
(1) 设 λ 为 n 阶可逆矩阵 A 的特征值，证明 |A|

λ
为 A∗ 的特征值.

提示：利用定义 A∗X = |A|
λ
X 或者 |A∗ − |A|

λ
E| = 0.
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5. 思考题：

• 矩阵 A 相似对角矩阵 Λ 是指：存在可逆矩阵 P，使得 P−1AP = Λ.
思考这里的可逆矩阵 P 是否唯一. 若不唯一，则设 P1 和 P2 都使得

P−1
1 AP1 = P−1

2 AP2 = Λ，问 P1 和 P2 的列向量有什么关系？

答：不唯一，同一个特征值对应的列向量组（线性无关的特征向量）等

价.

• 矩阵 A正交相似对角矩阵 Λ是指：存在正交矩阵 P，使得 P−1AP = Λ.
思考这里的 P 是否唯一. 若不唯一，则设 P1 和 P2 都使得 P−1

1 AP1 =

P−1
2 AP2 = Λ，问 P1 和 P2 的列向量又有什么关系？

答：不唯一，同一个特征值对应的标准正交列向量组（两两正交的单

位特征向量）等价.
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